Capitulo 7

Redes Neuronales en
optimizacion combinatoria

A las redes neuronales (conneccionismo, proceso paralelo distribuido, com-
putacién neuronal, redes adaptivas, computacién colectiva) las podemos en-
tender desde dos puntos de vista:

e Computacional: representar funciones usando redes de elementos con
calculo aritmético sencillo, y métodos para aprender esa representacion
a partir de ejemplos. La repesentacién es ttil para funciones complejas
con salidas continuas y datos con ruido.

e Biolégico: modelo matematico de la operacion del cerebro. Los ele-
mentos sencillos de computo corresponden a neuronas, y la red a una
coleccion de éstas.

La neurona es la unidad funcional fundamental del sistema nervioso. Cada
neurona tiene un cuerpo (soma) que tiene un ntcleo, tiene un grupo de fi-
bras (dendritas), una de las cuales es mds larga (axén). El axén se bifurca
eventualmente en sinapses. Las senales se propagan en una reaccion elec-
troquimica complicada. Las substancias quimicas transmisoras se liberan de
las sinapses y entran a la dendrita, aumentando o disminuyendo el potencial
eléctrico del cuerpo de la célula.
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Tabla 7.1: Comparacién gruesa de las capacidades computacionales de cere-
bros y computadoras (1994).

Computadora | Cerebro Humano
Unidades 1 CPU, 10" neuronas
Computacionales 105 compuertas
Unidades de 10Y bits RAM, | 10'! neuronas,
Almacenamiento 109 bits disco | 10 sinapses
Ciclo (tiempo) 1078 seg. 1073 seg.
Anchobanda 107 bits/seg. 10 bits/seg.
Actualizaciones/seg. || 10° 10

Cuando el potencial alcanza un umbral se transmite un pulso elétrico o accién
potencial a través del axén. Las sinapses que aumentan el potencial se llaman
exitatorias y los que disminuyen, inhibidoras.

La coneccién “sindptica” es pldstica (cambia con la estimulacion).

Se pueden formar nuevas conecciones y las neuronas migran de un lugar a
otro. Esto se cree que forman la base de aprendizaje en el cerebro.

En general el mapeo de regiones con funciones puede ser miltiple y cambiar
cuando un drea es danada (pero no se sabe bien como se hace).

Lo sorprendente es que una coleccion de células simples puedan dar pen-
samiento, accién y conciencia (cerebros causan mentes (Searle 92)).

A pesar de que una computadora es millones de veces mas rapida por pro-
ceso individual, el cerebro finalmente es billones de veces més rapido (ver
table 7.1).

Una de las atracciones, es construir un mecanismo que combine el paralelismo
del cerebro con la velocidad de las maquinas.

Los cerebros son mucho mds tolerantes (en 70-80 afios, no se tiene que reem-
plazar una tarjeta de memoria, llamar al servicio o hacer reboot). La tercera
atraccion es su degradacién gradual.

Las redes neuronales artificiales son modelos muy simplificados de las redes
neuronales bioldgicas.
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7.0.1 Historia

Existié mucho desarrollo en los primeros anos de la computaciéon: McCulloch
y Pitts (43), Hebb (49), Minsky (51) (primera red), Ashby (52), Rosenblatt
(57) (perceptrén), Selfridge (59) (pandemonium), Widrow y Hoff (60) (ada-
lines), Nilsson (65 - 90), Minsky y Papert (69).

Después del libro de Minsky y Papert practicamente no se hizo nada durante
los siguientes 10 anos.

El resurgimiento comenzé en la decada de los 80’s: Hinton y Anderson (81),
Hopfield (82), Hinton y Sejnowski (83 y 86) y los dos volumens de PDP
(Parallel Distributed Processing) anthology (Rumelhart et al. 86).

Una red neuronal artificial estd compuesta por nodos o unidades, conectados
por ligas. Cada liga tiene un peso numérico asociado. Los pesos son el
medio principal para almacenamiento a largo plazo en una red neuronal, y
el aprendizaje normalmente se hace sobre la actualizacion de pesos.

Algunas unidades estan conectadas al medio ambiente externo y pueden
disenarse como unidades de entrada o salida.

Los pesos se modifican para tratar de hacer que el comportamiento en-
trada/salida se comporte como el del ambiente.

Cada unidad tiene un conjunto de ligas de entrada (provenientes de otras
unidades) y un conjunto de ligas de salida (hacia otras unidades), un nivel
de activacion, y una forma de calcular su nivel de activacién en el siguiente
paso en el tiempo, dada su entrada y sus pesos (cada unidad hace un cdlculo
local basado en las entradas de sus vecinos).

En la practica, casi todas las implementaciones de RN son en software y
utilizan un control sincrono en su actualizacion.

Para el diseno uno debe de decidir:

e Numero de unidades.

e Coémo se deben de conectar.
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e Qué algoritmo de aprendizaje utilizar.

e Coémo codificar los ejemplos de entradas y salidas.

Cada unidad recibe senales de sus ligas de entradas y calcula un nuevo nivel
de activacion que manda a través de sus ligas de salidas.

La computacién se hace en funcion de los valores recibidos y de los pesos.

Se divide en dos:

1. Un componente lineal, llamado la funcién de entrada (in;), que calcula
la suma de los valores de entrada.

2. Un componente no lineal, llamado funcién de activacién (g), que trans-
forma la suma pesada en una valor final que sirve como su valor de
activacion (a;).

Normalmente, todas las unidades usan la misma funcién de activacion.

La suma pesada es simplemente las entradas de activacion por sus pesos
correspondientes:

my; = ij,iaj = Wj - qj
J

w;: vector de los pesos que llegan a la unidad ¢
a;: vector de los valores de activacion de las entradas a la unidad ¢

El nuevo valor de activacion se realiza aplicando una funcién de activacién
g:

a; — g(ing) = g(O_wj,a;)
7

Se obtienen modelos diferentes cambiando g. Las opciones mas comunes son
(ver figura 7.1):

e Funcién escalon:

1, siz>t

escalony(x) = 0 sigot
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Figura 7.1: Funciones de activacién comunes para Redes Neuronales.
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e Signo:

. +1, six>0
signo(x) = -1, six<0

e Sigmoide:
1

- 14 e 2

sigmoide(x)

Una de las motivaciones iniciales en el diseno de unidades individuales fué la
representacién de funciones Booleanas bésicas (McCulloch y Pitts, '43).

Esto es importante, porque entonces podemos usar estas unidades para con-
struir una red que compute cualquier funcién Booleana.

Los modelos de redes neorunales principalmente usados para resolver prob-
lemas de optimizacién son:

e Las maquinas de Boltzmann.
e Las redes de Hopfield.

e Los mapas auto-organizativos (SOM).

7.1 Maquinas de Boltzmann

Las redes neuronales se pueden caracterizar por sus:

e Valores binarios o continuos.
e Transiciones deterministicas o probabilisticas.

e Conecciones unidireccionales o bidireccionales.

Representaciones distribuidas o locales.

Aprendizaje supervisado o no supervisado.

Unidades ocultas o no.
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La maquina de Boltzmann usa estados binarios, conecciones bidireccionales,
transiciones probabilisticas y puede tener unidades ocultas.

Para ajustar los estados de las unidades individuales se usa un mecanismo de
transicién de estados que esta regido por el algoritmo de recocido simulado.

El modelo matemaético de la Maquina de Boltzmann tiene dos atributos:

1. Se puede considerar como un modelo de implementacién paralela en
forma masiva del algoritmo de recocido simulado.

2. Permite el diseno de un algoritmo de aprendizaje basado en conceptos
relativamente simples.

Una maquina de Boltzmann se puede ver como una red de varias unidades de
dos estados (prendida = 1, apagada = 0) conectadas de cierta forma. El con-
junto de conecciones normalmente incluye “auto conecciones” (conecciones
de una unidad a si misma).

Si se tiene una coneccion entre dos unidades u y v, entonces la coneccion
entre ellas {u,v} estd prendida si: k(u) - k(v) = 1 (donde k(i) denota el
estado de la unidad 7).

Con cada coneccién se asocia una fuerza (numero real). La fuerza es una
medidad cuantitativa de lo deseable de la coneccién.

La fuerza de la coneccién {u,u} se llama el sesgo de la unidad u.

Una configuracion k estd dada por el estado global de una maquina de Boltz-
mann (i.e., por los estados de cada unidad).

La funcién de consenso asigna a cada configuracion un nimero real dado
como la suma de las fuerzas de las conecciones activadas

Clk)= > wpunkuk()

{u,v}eC

donde: w,, = la fuerza de coneccién y k(i) = la configuracién de la unidad
i.
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El consenso es grande si estan activadas muchas de las conecciones exitatorias
(y pequefio si son las inhibitorias).

El objetivo de la maquina de Boltzmann es encontrar una configuracién que
alcance un maximo global (i.e., una configuracién de consenso maximo).

El ajuste estd determinada por una funcién estocastica de los estados de los
vecimos y sus fuerzas de coneccion.

Béasicamente usa el criterio de aceptacion del recocido simulado.
Existen dos modelos:
e Maquinas de Boltzmann sequenciales: las unidades cambian de estado
una a la vez.

e Maquinas de Boltzmann paralelas: las unidades cambian de estado
simultaneamente.

7.1.1 Maquinas de Boltzmann Secuenciales

Dada una maquina de Boltzmann en una configuracién k, la configuracién
vecina k, se define como la configuracién que se obtiene del estado k al
cambiar el estado de una unidad u (de 0 a 1 o viceversa).

] E(v) siv#u
k“(v)_{ 1—k(v) stv=wu

La vecindad se define como todos los estados de configuraciones vecinas a la
configuracion k.

Si C,, denota todas las conecciones que inciden en la unidad u (eliminando
{u,u}), y sea ¢ = C — C, — {u,u}. La diferencia de consenso entre las
configuraciones k y k, se denota como:

ACk(u) = Cky) — C(k)
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Dado que la contribucion de las conecciones en C” al consenso es igual para
k que para k,, se obtiene:

{u,v}eCy

— [k(u) > wiuepk(v) + k2(u)w{u,u}]

{uw}eCy

que nos da al cambiar k,(v) por 1 — k(v) y desarrollar:

ACK(u) = (1 —=2kw) | Y. wpnk(v) + wiw
{uvteCy
Basicamente lo que dice es que el efecto del consenso, resultando de cambiar
el estado de la unidad u, esta completamente determinado por los estados de
los vecinos y de sus fuerzas de coneccion.

Por lo mismo una unidad puede ser evaluada localmente, lo cual es muy
importante por su potencial paralelizacion.

Una configuracién de maximo local es aquella en donde no se puede aumentar
cambiando transiciones de un solo estado.

Ejemplo: Las figuras 7.2 y 7.3 muestra un ejemplo de una maquina de Boltz-
mann.

Como en el caso de recocido simulado, se puede usar el concepto de cade-
nas de Markov para describir las transiciones de estado de una maquina de
Boltzmann.

En una maquina secuencial consiste de dos pasos:

1. Dada una configuracion k, seleccionar una unidad u en donde posible-
mente se va a cambiar su estado y por lo tanto generar una configu-
racion vecina k.
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Figura 7.2: Ejemplo de una maquina de Boltzmann después de haber llegado
a un minimo.

Figura 7.3: Diferentes estados vecinos para el ejemplo de la maquina de
Boltzmann.
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2. Evaluar si la configuracion k, se acepta o no.

También se introduce un parametro de control ¢, que determina la probabil-
idad de aceptacion de una transicion.

La probabilidad de transiciéon Py(c) de la configuraciéon k a la [ se define
como:

Pu(c) = PX(m) = 1| X(m — 1) = k}

G(u)Ag(u,c) sil=k,
Pkl(c) = 1— ZuEU Pkku(c) sil=k
0 de otra forma

donde G(u) denota la probabilidad de generar una transicién de estado de la
unidad u, Ay (u,c) denota la probabilidad de aceptacién de la transicién, y ¢
denota el parametro de control.

La probabilidad de generacién se escoge normalmente de forma uniforme so-
bre las posibles unidades e independiente de la configuracion k o el parametro
de control c.

La probabilidad de aceptacion se escoge como:

1
(—Ack(u))

Ak’(”? C) -
1+exp

Esto difiere un poco de la probabilidad de aceptacion del algoritmo de re-
cocido simulado, pero en realidad muy poco. Ambas probabilidades dan la
misma distribucion estacionaria y tienen las mismas propiedades de conver-
gencia.

La figure 7.4 muestra esta funcién para varios valores de c.

Se puede probar que las maquinas de Boltzmann convergen asintéticamente
al conjunto de configuraciones globales éptimas basandose en la existencia
de una distribucion estacionaria.
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A(u,c)

c=1

0.5
Cc=00

c=0

Ac(u)

Figura 7.4: Probabilidad de aceptacién para diferentes valores de c.

Como en recocido simulado, se tiene que hacer una aproximacién en tiempo
finito al especificar los parametros que determinan el esquema de enfri-
amiento.

El esquema es basicamente el mismo que se sigue para el recocido simulado.

Pesos positivos (negativos) en las auto—conecciones indican una tendencia
a estar las unidades prendidas (apagadas) y entre las conecciones con otras
unidades indican que deben de estar las dos unidades conectadas prendidas.

7.1.2 Maquinas de Boltzmann Paralelas

Las maquinas de Boltzmann facilitan el paralelismo ya que la evaluacion de
transicion puede hacerse localmente.

Algunas posibilidades son:

e Paralelismo sincrono: conjuntos de transiciones de estado se realizan en
forma sucesiva, cada una haciendo transiciones individuales. Se actual-
iza la informacién y se continua con el proceso. Este esquema requiere
de un mecanismo de reloj global para controlar la sincronizacion.

Podemos tener paralelismo limitado (no cambiar al mismo tiempo unidades
adyacentes), paralelismo ilimitado (como autématas celulares).
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En paralelismo ilimitado puede existir un céalculo erroneo en la evalu-
acion del concenso (e.g., se prenden dos unidades vecinas para incre-
mentar el consenso, tomando en cuenta que sus vecinos estan apagado,
que podria decrementar el consenso al prenderse los dos).

Sin embargo, estos errores decrecen al decrementar el pardmetro ¢ y en

la practica se acepta.

e Paralelismo asincrono: se hace la transicion pero no necesariamente con
informacion actualizada. No se requiere un mecanismo de reloj global.

7.1.3 Estrategia para usar Maquinas de Boltzmann en
problemas de optimizacion combinatoria

Para utilizar una méquina de Boltzmann para resolver un problema de opti-
mizacién combinatoria, se define una funcién bijectiva m : R — S que mapea
el conjunto de configuraciones R al conjunto de soluciones S, siguiendo la
siguiente estrategia general:

1. Formula el problema de optimizacién como un problema de progra-
maciéon de 0 y 1 (formula el problema tal que X; = {0,1}, para
i=1,...,n).

2. Define una maquina de Boltzmann tal que el estado en cada unidad
determine el valor de una variable.

3. Define el conjunto de conecciones y las fuerzas tal que la funcion de
consenso sea factible y preserve el orden.
Una funcion de consenso es factible si todos los maximos locales de la funcién
de consenso corresponden a soluciones factibles.

Factibilidad implica que siempre se encuentra una solucion factible.

Una funcién de consenso se dice que preserva el orden si Vk,I € R, con
m(k),m(l) € &', tenemos que:

f(m(k)) > f(m(l)) = C(k) > C(1)
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Para un problema de minimizacion seria:

f(m(k)) < f(m(l)) = C(k) > C(1)

7.1.4 Ejemplo: el problema de Max Cut

El problema del Max Cut es el siguiente: Dado un grafo G = (V, E) con
pesos positivos en los arcos, el problema consiste en enconrar una particién
de V' en conjuntos disjuntos Vjy V7, al que la suma de los pesos de los arcos
que tienen un extremo en Vj y el otro en V; sea maxima.

Los pesos son simétricos (w;; = w;,;) y podemos definir una variable z;
binaria como sigue:
(1 siien
TiTV 0 siiel

Entonces el problema Max Cut lo podemos formular como sigue:

max f(x) = En: En: wi i {(1 — x;)x; + xi(1 — 25)}

i=i j=i+1

Sea b; la suma de los pesos de todos los nodos que inciden en el nodo 1,
ie., b = >7_j w;;. Si Cy son las conecciones de sesgo (auto-conecciones) y
Cy son las conecciones de peso (entre nodos), una funcién de consenso que
preserva el orden es:

Vui,ui € Cb Wy, = bz

Vui,uj € Ow . wui’uj = _2wi,j

En la figure 7.5 se ve un grafo de ejemplo y su méaquina de Boltzmann cor-
respondiente.
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Figura 7.5: Ejemplo de una grafo para resolver el problema de Max Cut y
su maquina de Boltzmann correspondiente.

7.1.5 Discusion

Las méquinas de Boltzmann tambien pueden usarse con nodos ocultos y
pueden servir para clasificar objetos que se parezcan méas a algtin conocido.

Por otro lado son muy tolerantes a ruido.

Como en todo modelo neuronal, se tienen que contestar preguntas como: (i)
cuantas unidades ocultas se necesitan, (ii) como se deben de conectar las
unidades

7.2 Redes de Hopfield

Las redes de Hopfield son probablemente las mejor entendidas de redes
recurrentes. Tienen conecciones bidireccionales con pesos simétricos (i.e.,
W, ; = W;,). Todas las unidades son tanto unidades de entrada como de sal-
ida. La funcion de activacién es la funcién signo, y los valores de activacién
pueden ser sélo +1.

Una red de Hopfield funciona como una memoria asociativa. Despues de
entrenarse con un conjunto de ejemplos, un nuevo estimulo causa la red a
“asentarse” en un patréon de activacion correspondiente al ejemplo de entre-
namiento que se parece mas al nuevo estimulo.
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Esto es, se alimenta un patrén de entrada y se observa su salida. La salida
se vuelve a alimentar a la red y se ve la nueva salida. Este proceso continua
hasta que no hay cambios en la salida.

Uno de los resultados tedricos interesantes es que una red de Hopfield puede
almacenar en forma confiable hasta: 0.138 N ejemplos de entrenamiento
(donde N es el nimero de unidades de la red).

Cada neurona tiene un estado interno u; y uno externo v;. Los valores inter-
nos son continuos y los externos binarios. La actualizacién y relacién entre
estos valores es:

j=1

1 siu; >0

donde I; es una constante externa de entrada a la neurona i y f() es la
funcién de transferencia entre los estados internos y externos.
Las neuronas se actualizan es forma aleatoria.

La siguiente funcion de energia es la que se minimiza, esto es, el minimo local
de la funcién de energia corresponde con la energia del patrén almacenado.

Las funciones de actualizacion hacen un gradiente decendiente en la funcién
de energia.

Tambén existe una versién continua de redes de Hopfield..

Para aplicarla a un problema de optimizaciéon combinatoria, se tienen que
seleccionar pesos y entradas externas que representen en forma adecuada la
funciéon a minimizar.

En el caso de TSP, se puede hacer la siguiente formulacién:

1 sila ciudad ¢ esté en la posicién j

X, . —
J 0 de otra forma
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La funcién objetivo y las restricciones las podemos expresar como:
N N
minimizar Z Z Z dieXij (X a1 + X j—i)

i=1 k=1,k#i j=1

N
sujeto a: ZXZ-]- =1Vy

i—1
N
> Xij=1Yj
i—1
N

j=1

X, €{0,1}Vi, j

Para aplicarlo, las restricciones del problema se anaden a la funcién objetivo.
Una posible formulacién para N ciudades es:

E= % Z;'vzl Zij\il E]kvzl ki Xij X
+5 o le\il,l;éj X Xil
+%( i]il N:lXij T N)2
5 0 Yk e ik Xy (X1 + Xija)

Los primeros dos términos dicen que no puede existir mas de un “1” por
columna y por renglon respectivamente, el tercer término aseguro que exis-
tan N elementos “prendidos” en la matriz de solucién y el dltimo término
minimiza la longitud del circuito.

En la formulacién original de Hopfield y Tank (85) usaron los siguientes
valores: A= B =D =500y C = 200.

Para ponerlo en términos de la funcién de energia de Hopfield, introducimos
la funcién delta de Kronecker:

5 — 1 sia=1b
DTN 0 sia#b
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y expresamos la funcién de energia como:

E = _% i Z;‘Vzl YIS WA [~ A8 (1 — 6;1) — Bj(1 — 6ip)—
2 C = Doix (0511 + 01,5-1)] Xij X
— N YN [ON]X; + 9

2

Lo que nos deja (ignorando la constante):
Wijki = —Adi(1 — 65;) — Boji(1 — 6i) — C' — Dige(1,j41 + 615-1)
Iz'j =CN
Una vez hecha la formulacién, se usan valores aleatorios para los estados
iniciales y se actualizan los valores internos y externos de acuerdo a las ecua-

ciones de actualizacién de w;(t + 1) y v;(t + 1) descritas anteriormente, selec-
cionando la neurona a actualizar de forma aleatoria.

Claramente es dificil expresar problemas de optimizacion e incorporar las
restricciones del problema, ademas que al seguir un gradiente decendiente es
facil de caer en minimos locales.

7.3 Mapas autorganizados de Kohonen

Es una alternativa para formar clusters o grupos, a partir de datos, cuando
se conoce el nimero de grupos a formar.

Se ajustan los pesos de un vector de entrada a nodos de salida organizados
en una malla bidimensional (ver figura 7.6).

Se requiere definir una vecindad alrededor de cada nodo, la cual se va re-
duciendo con el tiempo (ver figura 7.7).

Las entradas se normalizan y se procesan una por una (ver tabla 7.2).
Los resultados dependen del orden de los ejemplos para poco datos.

La aplicacion a problemas de optimizaciéon se hace normalmente escogiendo
una topologia en los nodos de salida particular que reflejen la posible solucién
del problema a resolver.
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Figura 7.6: Red tipica de Kohonen.

VE;(t)
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O[O0 0000 VE®
OlJdoOO 00000 |
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OO0 O O OOO| VE(W
O00000000

Figura 7.7: Vecindad en una red de Kohonen.
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Tabla 7.2: Algoritmo de Kohonen
Inicializa aleatoriamente los pesos con valores bajos de las N entradas a las
M salidas.
Dada una nueva entrada:

1. Calcula la distancia entre la entrada y cada nodo de salida j:

dy = 3 (Xi(t) — Wiy(t))?

=0

donde X, (t) es la i-ésima entrada al tiempo ¢ y W;; es el peso del nodo
1 al nodo de salida j.

2. Selecciona el nodo con la distancia menor (7).

3. Actualiza los pesos del nodo j* y los de sus vecinos, de acuerdo al
esquema de vecindad (ver figura 7.7):

Wij(t+ 1) = Wij(t) + at)(Xi(t) — Wi;(t))

donde a(t) (0 < a(t) < 1) decrese con el tiempo.
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Posiblemente la real ventaja de usar estas redes en lugar de alguna de las
metaheuristicas propuestas en la literatura, es su facilidad de ser implemen-
tadas en hardware.
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