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Sistemas coordenados

Sistemas coordenados:

m ortonormales

m dextrégiros



Rotaciones en 2D

La matriz

cos(f) — sin(&)} (1)

"Ri(0) = [sin(ﬁ) cos(0)

es conocida como matriz de rotacién, del sistema o1y,
con respecto al sistema opxoy, en funcién del angulo 6.

El operador para realizar esta operacion es el producto
punto, que en el espacio Cartesiano estd dado por

a-b=|albl|cos(Zab), (2)

donde Zab es el angulo entre los vectores a y b.



Rotaciones en 3D

Una matriz de rotacién en 2D se puede escribir como

A I B
0R1_|: 1 0 Yi 0:| . (3)
T1°Yo Y1 Yo

Se puede generalizar el resultado anterior para el espacio
Cartesiano en 3D como

L1-To Y1 Lo 21°L0

0

R = |z Yy Y1-Yo 21 Yol - (4)
T1-20 Yy 20 Z1°20

Noétese que cada columna corresponde a las componentes
de cada vector unitario del sistema ojx;y,2;1 con respecto
al sistema opxoyyzo y viceversa, cada renglén de esta
matriz representa las componentes de los vectores del
sistema 0pToYyzo con respecto al sistema o;x1y,21 .



Matrices de rotacion basicas

Rotacion bésica sobre el eje x.

ToT]

1 0 0
R,y = |:0 cos(6) sin(&)] .
0 sin(f) cos(@)



Matrices de rotacion basicas

Rotaciéon bésica sobre el eje y.

2021
0
YoY1
0001
o [/
)
cos(f) 0 sin(0)
Ryo=| 0 1 0 |.
—sin(0) cos(f)



Matrices de rotacion basicas

Rotaciéon bésica sobre el eje z.
2021




Propiedades de las Rotaciones

El conjunto de las matrices de rotaciéon forma el Grupo
Especial Ortonormal de orden 3 y se denota como

SO(3).

Un elemento de este grupo R € SO(3) cumple con las
siguiente propiedades:

m Es cerrado con respecto a la multiplicacién matricial.

m Se cumple que det(R) = 1, para la representacién de
sistemas coordenados dextrégiros!.

= Su matriz inversa es igual a su transpuesta, i.e.

R '=R". (8)

1Si se permite representar también sistemas levégiros, entonces
det(R) £+ 1 y se conoce simplemente como Grupo Ortonormal de orden 3.



Propiedades de las Rotaciones

Lo anterior implica que

RR"=R'R-=1T. (9)

Si una matriz de rotacién relaciona dos sistemas
coordenados, como ? Ry, entonces sus columnas representan
a los vectores que forman el sistema coordenado opxLyy,2n
con respecto al sistema 0,,Y,2a-

De la misma forma, los renglones de * Ry, representan los
vectores que definen al sistema 0,2,Y,2, con respecto al
sistema opxLY},2h-



Propiedades de las Rotaciones

Las propiedades anteriores implican que:

m Sus columnas (renglones) tienen norma unitaria.

m Sus columnas (renglones) son mutuamente ortogonales, i.e.
su producto punto siempre es cero.

= Reglas de composicién: una rotacién sobre el sistema actual
postmultiplica la ecuacién, mientras que una rotacion
sobre el sistema fijo premultiplica la ecuacion.



Parametrizacion de rotaciones

Proposicién [dngulos de Euler]: Cualquier matriz de
rotacion arbitraria R € SO(3) se puede obtener como una
composicion de tres rotaciones bésicas, mientras no se
realicen dos rotaciones consecutivas sobre el mismo eje.

Existen doce posibles composiciones de matrices basicas de
rotacion sobre los ejes coordenados z, y v z, i.e. XYX,
XY7Z, XZX, XZY, YXY, YXZ, YZX, YZY, ZXY, ZXZ,
XXy ZYZ.

Las mas utilizadas en robdtica son las ultimas dos, i.e.
7YX que se conoce como Roll-Pitch-Yaw y ZYZ que se
conoce como angulos de Euler.



Angulos de Euler

El problema se puede enunciar como sigue: dada una
matriz R € SO(3), cuyos componentes son

i1 Ti2 713
R = |ro1 792 T3] ,
31 T32 T33

encontrar los angulos ¢, 0 y 9, tales que
R=R,,Ry R,y .

Desarrollando el lado derecho se tiene

CHCHCyy — S¢Sy —CpCHSyy — SpCyp  CppSH
SHCICY T CpSyy  —S8pCSy + CoCy  SpSe
—SQC¢ 893¢ Cy .

cp = cos(0), sp = sin(0).

(12)



Angulos de Euler

Igualando (10) y (12) se obtienen 9 ecuaciones algebraicas
no lineales con tres incégnitas (¢, 6 y ).

En este curso se utilizara inicamente la funcién atan2(y, x)
que calcula el dngulo correspondiente al cuadrante en el que
se encuentra el vector de posicién con coordenadas (x,y).

La funcién atan2(y, z) estd definido para casi todo el plano
Cartesiano, con excepcién del punto (0,0).

La ecuacion mas sencilla de resolver es la del elemento rs3,
i.e. ¢y = r33. Utilizando la funcién atan2 y la conocida
identidad trigonométrica sin?(z) + cos?(x) = 1, se obtiene
la solucién para 6

0 = atan2(+4/1 — r2;, rs3). (13)



Angulos de Euler

1 En el caso rs3 # +1 se tiene sy # 0 y se pueden utilizar los
elementos r13, ro3, 731 yV T32 para obtener ¢ y 1. En este
caso existen dos soluciones, dependiendo del signo que se
elija en (13), que a su vez es el signo de 6.

1.1 Siseelige § >0

1.2 Sise elige § <0

¢ = atan2(rq3,713)

’(/) = atan2(T32, 77"31) .

¢ = atan2(—ro3, —713)

¥ = atan2(—rs2,731) .



Angulos de Euler

2 En el caso r33 = +1 se tiene un caso singular, ya que sg =0
vy no se pueden utilizar los elementos r13, 723, 731 ¥ 732 para
obtener ¢ y 1. De nuevo se consideran dos casos.

2.1 Sirsz =1, entonces ¢y = 1 y sustituyendo en (12) se tiene

CpCyp — S¢pSyp = T11 (18)
S¢Cy + CpSy = T21 . (19)

Utilizando las identidades
sin(z £ y) = sinz cosy + coszsiny
cos(z £ y) = cosx cosy Fsinxsiny
se tiene

cos(¢ + ) =r1 (20)
sin(¢ + ) =121 . (21)



Angulos de Euler

Por lo tanto, existen soluciones infinitas y sélo se puede
determinar la suma, i.e.

¢+ ¢ = atan2(ro1,r11) - (22)
2.2 Por tultimo, si r33 = —1, entonces ¢y = —1, sustituyendo
en (12) y utilizando las identidades anteriores, se tiene
—cos(p — ) =rny (23)
—sin(¢p — ) =91, (24)
por lo que sélo se puede determinar la resta
qf)*’(ﬁ = atan2(fr21,fr11). (25)

Nota: una préactica comtun tanto en el caso 2.1 como en el 2.2 es
elegir uno de los dngulos ¢ o 1 igual a cero y entonces el otro
queda automaticamente determinado.



Roll-Pitch-Yaw

11 T2 T13
R=|ro 192 13| =R, yR,gR, 4.
31 T32 T33

1 Si T31 ;é:tl

0= atan2( — 131, +4/13, + 7*%3) )

1.1 Sise elige —m/2 < 0 < 7/2
¢ = atan2(ra1,711)
¥ = atan2(rsa, r33) .
1.2 Sise elige 7/2 < 0 < 37/2
¢ = atan2(—ra1, —711)

b = atan2(—rs2, —rs3) .



Eje-Angulo

Dado un vector r = [rx Ty T‘Z]T y un angulo 6, se puede

obtener
rﬁ(l —co) +co rery(l —co) — 7280 T2r2(1 —co) + ryse
R(O,7) = |rary(1 —co) + 7250 7"5(1 —cp) + co ryrz(1 —co) — TzS0
rer2(1 —co) —ryse  Tyr:(1—co) + rzse r?(l —co) +co
(32)

Se cumple la propiedad

R(—-0,—7r)=R(0,r). (33)



Eje-Angulo

T11 Ti2 T13
Problema inverso, dada R = [re; 12s 7T93|, entonces
31 T32 7133

-1
0 — acos <7“11 + 7“222+ r33 ) (34)
1 T32 — 723
= - 35
" 2sin(0) "3 sl (35)

21 — 712



Cuaterniones Unitarios

Parte escalar gy, y parte vectorial q, = [qx dy qz]

g, = sin (g)r (36)
S (2) , (37)

donde 7 y 6 son los mismos que para Eje—Angulo.

Los componentes del cuaternién satisfacen

Gra+a+a=1.



Cuaterniones Unitarios

Dado un cuaterniéon q = [qx dy qW]T, se puede
calcular la matriz de rotacién

2((];% + q\%v) -1 Q(QXQy qqu) (QXQZ + QWQy)
R(q) = |2(gxay + awz) 2(2+q2) —1 2(qyq. — qwqx)
Q(CIXCIZ - QWCIy) 2(Qy(]z + qqu) 2(Qz + qw)

Problema inverso

sign(rse — ro3)y/r11 — ra2 — 133 + 1|
sign(ri3 — 131)y/roa — 33 — 111 + 1
sign(rer — r12)y/r33 —rig —raa + 1

q: =

DO | =

1
Gw = 5\/?”11 + 1oy + 133+ 1



Movimientos rigidos

Zo

Haciendo la suma vectorial se obtiene

Op = O01 + 0R1102 + 0R11R22p.



Transformaciones Homogéneas

Se puede forzar la estructura de grupo mediante la matriz
de transformaciéon homogénea.

AR, 2op
“Hy, = [ 0o 1 ] (38)
1x3

Se deben ampliar los vectores:

m Vectores de posicién: se les agrega un 1 al final, i.e. la
representacién homogénea de #p es

P = [f } . (39)

m Vectores libres: se les agrega un 0 al final, i.e. la
representaciéon homogénea de v es

ap = [a(;’ } . (40)



Transformaciones Homogéneas

Para el ejemplo de la figura

R, Y%

0 1 1
1 1

1 Ry ‘07

Hz = [ 0o 1

Por lo que
p="H\'H>’p
'Ry Y01 ['Ry o] [Pp
] o0 1 0 1 1
_ [0R11R22P +'Rito; + O01]
o 1

(41)

(42)



Propiedades de SE(3)

Sea *Hy, € SE(3), entonces cumple con las siguientes
propiedades:

1 Determinante:
det(*Hyp) =1.

2 Inversa:

apT apTa
a _1_b _ Rb 7Rb Ob
H:'= Ha_{ o ! ]

3 Reglas de composicion: si un movimiento rigido se hace con
respecto al sistema actual, la matriz de transformacién
homogénea postmultiplica la ecuacién, mientras que si el
movimiento es con respecto al sistema fijo, dicha matriz
premultiplica la ecuacion.



Transformaciones Homogéneas

Matrices de transformacién homogéneas basicas.
Tres de traslacién:

1 0 0 a 1 0 0 O
01 00 01 0 a
Trasg, = 0010 Trasy,, = 00 10
0 0 0 1] 00 0 1
[1 0 0 O]
01 0 0
Tras, . = 001 a
10 0 0 1]




Transformaciones Homogéneas

Y tres de rotacion:

Roty g =

Rot, g =

'c oo~

0

Co —S¢

59
0

HOOOIIHOOO

o O = O

S0

Co

— o O O
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