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L
Ygretl
m La matriz de inercia H(q) es simétrica y positiva definida
(H(q) = H'(q) > O). Esto implica que su forma

cuadratica siempre es estrictamente mayor que cero, i.e.
T H(q)x > 0,Vz ¢ R". (1)

m Los valores propios de la matriz de inercia dependen en
general del valor de q. Si se denota Apin(g) como el valor
propio mas pequeno y Amax(q) como el valor propio més
grande de H(q), se cumple la siguiente propiedad

Amin(q)I < H(q) < )\max(q)Iv (2)

donde las desigualdades implican que se pueden obtener
matrices positivas o negativas semidefinidas, e.g.
H(q) < Mmax(q)I implica que la matriz H(q) — Amax(q)I
es negativa semidefinida.
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m Si el robot manipulador sélo tiene articulaciones de
revolucion, se pueden encontrar valores minimos y maximos
de Amin(Q) ¥ Amax(q) independientes de g tales que

)\minI S H(Q) S )\maXI- (3)

= Si se calcula la matriz C(q, q) utilizando los simbolos de
Christoffel del primer tipo, se cumple que la matriz
H(q) —2C(q, q) es antisimétrica.

m El modelo Lagrangiano es pasivo con entrada 7, salida ¢ y
funcién de almacenamiento dada por el Hamiltoniano

H(q,q) = K(q,q) +P(q) = 34" H(q)q + P(q).
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m La pasividad no es una propiedad intrinseca del sistema,
sino que depende de la entrada y la salida elegidas, asi
como de la funcién de almacenamiento, que debe ser
acotada por abajo (debe tener un valor minimo finito, no
necesariamente positivo).

m Para los sistemas mecénicos, el Hamiltoniano representa la
energia total almacenada por el sistema. Si se toma su
derivada con respecto al tiempo (omitiendo argumentos por
simplicidad)

oP

. 1. v .. 1.7 1.7 .. )
— —g"Hi+ -gTHq+ -4THg+ ~—q. 4
H=54 Hi+ 54 Hi+34q q+aqq (4)
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m Aprovechando que todos los términos son escalares, se

pueden transponer sin alterar la ecuaciéon. Ademas como
T
H=H"yg-= (g—Z) se tiene

H=q " Hg+ §qTHq+ng- (5)

m Del modelo Lagrangiano se puede sustituir
Hg=71—-Cq— Dqg— g para obtener

quT(T—Cq—Dq—g)+§qTHq+ng

. ) .1, . )
=q¢'r—q¢'Dq+ §qT (H — 2C> q. (6)
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l Como la matriz H — 2C es antisimétrica, el dltimo término
es cero y se tiene
H = g+ - §¢'Dg . (7

Potencia almacenada Potencia recibida  Potencia disipada

m Como D es positiva semidefinida, en general se tiene
H<q'r, (8)

que es conocida en la literatura como la desigualdad de
pasividad.

m También se presenta en forma integral, si se integra esta
desigualdad con respecto al tiempo

t
HY - e < [dTrao )
~—~— —— ¢
Energia almacenada  Energia inicial
Energia recibida
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m El lado izquierdo del modelo dindmico se puede expresar

como un producto de una matriz Y (q, q, g) € R"*? llamada
regresor y un vector constante de p parametros 8 € RP, i.e.

H(q)g+C(q,9)g+Dq+g(q) =Y (q,4,9)0. (10)

m A esta forma de expresar el modelo se le conoce como
parametrizacion lineal.

m Noétese que aunque el modelo sigue representando un
conjunto de n ecuaciones no lineales de segundo orden, la
linealidad es con respecto al vector de parametros 6.

m Esta parametrizacién es muy util para realizar la
identificacién de los pardametros del modelo y para disenar
algoritmos de control adaptable.
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m Continuando con el ejemplo del robot planar de 2 gdl, se
realizard una parametrizacién del modelo.

m El método consiste en agrupar en el vector 8 todas las
cantidades constantes (masas, longitudes, coeficientes de
friccién, etc.) y en el regresor todo lo que depende de g, ¢
Y q

m Comencemos con la matriz

mllgl + mo (a% + 2a1lcy cos(g2) + lg2) + I, + I mo (allc2 cos(q2) + l32) + Iy
mo (allc2 cos(q2) + lgz) + Iz mzlzz + Iz

H(q)=[

_ 61 + 02 +03(2cos(g2)) + 04 O3 cos(gz) + 04
- 03 cos(g2) + 04 04 ’

donde 61 = mllgl + I, 65 = mga%, 03 = maaile, y
04 = mglé + Ig.
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m De la misma forma

Clq.q) = [—mwllw sin(qz)ge  —maailc, sin(g2) (41 + dz)]

maaile, sin(g2)d1 0
_ [—93 sin(g2)da  —03sin(q2) (¢1 + (1'2)]
03 sin(g2) g1 0 ’

donde aprovechamos la definicién de 63.

65 0
D_[O 96}’

donde 05 = ¢¢, v 05 = cy,.
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m Para el vector de origen gravitatorio

a(q) = [(mllcl + maa1) g cos(q1) + magle, cos(q1 + q2)
m2glc2 COS(Ql + Q2)

_ [97 cos(q1) + bs cos(q1 + q2)
0s cos(q1 + q2) ’

donde 07 = (mqle, +moar) gy 03 = magle,.
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m Juntando todos los términos y expresando cos(q1) = c1,

cos(q1 + q2) = ci12, sin(q1) = s1 y sin(q1 + ¢2) = s12 por
simplicidad

Ozco + 04 G2 035241
f—— f—r
H(q) q C(q.9) q

65 0 th] [0761 + 98012]
+ [0 96] [42 + Ogci2
—— e e
D q 9(q)

[91 + 02 + 03(2c2) + 04 93029+ 94] [41] i [*9352@ —03s2 (41 + 42)] [«h]
4 0 q2

_ [1'1'1 41 2c2q1 +c2d2 —s2d241 —s2(d1 +42)42 d1+d2 41 0 C12] 04
0 0 c2d1 + s247 41+ go 0 g2 0 ci12

Y (q.4.9) 07
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m Esta es una de las multiples parametrizaciones posibles,
dado que se pueden elegir arbitrariamente los conjuntos de
parametros.

m Noétese que si se realizan los productos matriciales tanto del
lado derecho como del lado izquierdo, debe de dar el mismo
resultado.
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