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A Ejemplo
Eﬁé—

m Se obtendra el modelo dinamico del robot planar de 2
grados de libertad mostrado en la figura
Yo

Zo

m Se busca obtener el modelo Lagrangiano

H(q)G+C(q,q9)q¢+Dg+g(q) =T, (1)

por lo que se deben calcular las matrices H(q), C(q,q) y
D y el vector g(q).
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w—
m Comenzaremos calculando la matriz de inercia, dada por
n

H(q) = > {med b on + Thai" Ri(@) T RE () T |

k=1
(2)
m El primer paso es obtener las n transformaciones
homogéneas " H;

ci —s1 0 aiq

0 o S1 C1 0 a1 81

Hi=1y o 1 o (3)
0 0O O 1

ci12 —s12 0 aicr +ascro
0rr _ |S12 ci2 0 aisy+assia
H:=140" o 1 0 (4)
0 0 0 1
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m Los vectores de posicion de los centros de masa pueden
obtenerse de estas matrices y de la siguiente figura
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5&9—

m Se calculan como

(a1 —ac1) 1 le,c1
0 0 0
0c1 =01 —Ge1 1 = | (a1 —ac1)s1| = |le; 51 (5)
i 0 0
aicy + (a2 — ac2) c12 arcy + leyci2
0 0 0
Oc2 = 02 —Qc2 X2 = |a1S1 + (az —ae2) s12| = |a151 + leysi2] s
0 0

(6)

donde lc;, = a1 — ac1 Y ley, = a2 — aca.
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5&9—

m Apoyédndose en la misma figura, se pueden obtener los
tensores de inercia (considerando varillas delgadas)

0 0

'Ii=(0 Ma2 0 (7)
0 0 ‘P
0 0 0

°Ty=10 2243 0 (8)
0 0 ‘Fa3
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m A continuacion se calculan los Jacobianos Jyek v J wek,
k=1,2

m Para el eslabén k£ = 1, columna ¢ = 1 se tiene

0 lclcl _lclsl
Jvet1 =20 x (0c1 —%00) = |0] x |leys1| = | leyer
1 0 0

(9)

m Para el eslabén k = 1, columna i = 2 se tiene

0
Jvc12: 0 3 (10)
0

porque i > k.
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m Para el eslabén k = 2, columna ¢ = 1 se tiene
aicy + le,c12

o
0 0 0
Jve21 = zo x (Yocz —Y00) = |0] X [a1s1 + leys12
1] 0
—a181 — ley 512

= aicy + lc2612 . (11)
0

m Para el eslabon k = 2, columna ¢ = 2 se tiene

O lchl2 _lC2312
0 0 0
Jvezz =21 x (Yoca —Y01) = |0 x |leysiz2| = | leycr2
1 0 0
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m Por lo tanto, los Jacobianos de velocidad lineal son

—lclsl 0
Jvcl = lcl C1 0 (13)
| 0 0
[—a151 — lep 12 —ley 512
Jve2r = | a1c1 + l02012 lC2012 . (14)
0 0
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m De la misma forma se calculan los Jacobianos J ., k = 1,2

m Para el eslabon k = 1, columna ¢ = 1 se tiene

0
chll = OZO =10} . (15)
1

m Para el eslabén k = 1, columna i = 2 se tiene

o

chl2: 0 ) (16)

jam)

porque i > k.
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m Para el eslabén k = 2, columna ¢ = 1 se tiene

0
Jue21 =20 = |0] . (17)
1

m Para el eslabén k = 2, columna i = 2 se tiene

0
ch22 = Ozl = |0} . (18)
1
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m Por lo tanto, los Jacobianos de velocidad angular son

chl =

ch2 =

_ o o O oo
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m Algunos cédlculos son necesarios

Ty dver = :lgl 8]

Joe"Ri = 8 8 (1)] , OR T = 8 8
: 1 0

Joe Ry = 8 8 ﬂ , ORy T = § §
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m Sustituyendo en la ecuacién de la matriz de inercia, se
obtiene

mllzl + ma (a% + 2a1lc,c2 + l;"z) +ILi+12 me (allcgc2 + 122) + I

H =
(q) ma (allC202 + lfz) + I mzlgg + I

donde I; = %a?, I = %a%.
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m A partir de H(q) se pueden calcular los 22 = 8 simbolos de
Christoffel
iy _1 (37111 Ohi 3/111) _0
2\ 9 I Oq
1 (8h21 8h21 8h11

Cl12 == - = maailc,s2
2\ Oq1 on 0q2 ) @

_l’_

Crot —eo1y — 1 (8h11 Ohia 3h12> — msayle. s
2\ Jqo on on ?
€122 =C212 = 1 <8h21 Ohaz - 8h12> =0
2\ 02  Oq 0q2

—maailc,s2

. 1 (5h12 3h12_5h22)
2179\ 0y 0 Oq

1 (8h22 8h22 . 3h22>

0.

€222 =5
2

0q2 0qo Oqo
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m Con los simbolos de Christoffel, se puede construir la
matriz C(q, q). Recordemos que los elementos de esta
matriz se pueden calcular mediante

n

Chj = Y _ Cijids (21)

i=1
m Por lo tanto, se tiene

c11 =c1111 + 21142 = —maailc,52G2
c12 =c12141 + 22142 = —maaile,s2 (1 + ¢2)
C21 =c112q1 + C212G2 = Maaile,S2¢1

C22 =C122G1 + 22242 = 0.
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Yogetl

m Se obtiene la matriz

. [mmaaile, 5242 —maarle,s2 (41 + d2)
C(q.9) = [m2a1lc232q1 0 . (22)

m Por otro lado, para obtener la energia potencial, de la
figura se puede ver que

g=1[0 g o".

m La energia potencial es

P(q) = m1g" %01 +mag o = migle, s1+mag (a151 + leys12) -
(23)
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m De donde se puede obtener el vector de pares debidos a la

gravedad
g(q) = (ap(q))T _ [(mllcl +maai) ger + magle,cia
dq magle,ci2
(24)
m Finalmente, la matriz D es simplemente
e, O
b= [0 sz] ' (25)
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