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m De acuerdo con el desarrollo anterior, se puede expresar el
Lagrangiano del robot en términos de las coordenadas
generalizadas y sus derivadas temporales como

LiTH (q)q - Pulq). (1)

L(a.q) =

m Para aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange, es
conveniente expresar la energia cinética en términos de
cada uno de sus productos, i.e.,

Zzhzg 9)did; — P(q) . (2)
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- Se aplicaran las ecuaciones de Euler-Lagrange por cada
articulacion, .e.,

d oL oL

A oq, Bg T T (3)

m Comencemos calculando
9L N hia@)is (4)

en donde se aprovecha que la matriz de inercia es siempre
simétrica, i.e., hij(q) = hji(q).
m La derivada con respecto al tiempo esta dada por

d oL 8hz G
aﬁ_qk Z qz—i-zz ki qiq; - (5)

=1 j=1
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m Por otra parte, se tiene

1 e — ~ 9P(q)
AR A

Oqx
m Por lo tanto, las ecuaciones de Euler-Lagrange son

zhm i 3 30 2 Al

=1 j=1

—-zzahw s + 2D =7 —

i=1 j=1

parak=1,...,n
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m Estas n ecuaciones diferenciales no lineales ya son un
modelo matematico del robot manipulador. Sin embargo,
suele escribirse de forma més compacta mediante el
siguiente desarrollo.

m Primero, dada la simetria de la matriz de inercia, el
segundo término de (7) se puede dividir en dos partes, como

Ohri(q i Ohyi(q 8h- ..
N R

i=1 j=1 =1 j=1
(8)
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m Si se combina con el tercer término, las Ecuaciones de
Euler-Lagrange (7) se pueden reescribir como

n Ohuii(q ahkj (@) 0hiy(@) . .
; hkz q2+ Z Z { 8(13 aQi BQk id;

=1 j=1 —~
Cijk
OP(q)
+ a0 =T — Ttk - 9)

m A los términos

1 [ Ohki(q)  Ohyi(q)  Ohij(q)
o= — 1

se les conoce como simbolos de Christoffel del primer tipo.
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m Como 4,5,k =1,...,n, dado un manipulador de n
articulaciones, se tienen que calcular n® sfmbolos de
Christoffel (e.g., para un robot de 6 grados de libertad se
tienen que calcular 62 = 216 simbolos de Christoffel).

m Se pueden reducir un poco los calculos nuevamente gracias
a la simetria, mds o menos a la mitad, ya que ¢;jx = cji.

m Para los términos disipativos, si se considera sélo friccion
viscosa se tiene
Ttk = Ctik » (11)
donde ¢ es el coeficiente de friccién viscosa de la k-ésima

articulacion.

m Ademas, se define el par debido a la gravedad como

_ 9PQq)
9k = “oq,
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m Si ahora consideramos las n ecuaciones diferenciales, en
lugar de la k-ésima, el modelo (9) se puede escribir de
forma matricial como

H(q)§+C(q,9)q§ + Dq+g(q) =T, (12)

donde H(q) € R™*" es la matriz de inercia, previamente
definida.

m La matriz D € R*"*"
D = diag(cyy, - - -5 Ctn) (13)

es la matriz de coeficientes de friccion viscosa.
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m El vector g(q) € R" definido como

g(q) = (87;—5;1))T : (14)

es el vector de pares debidos a la gravedad.

3

m El vector 7 € R" = [7’1 . Tn]T es el vector de pares de
entrada (senales de control) que se utilizaran para mover al
robot.

= Por tltimo, al término C(q, q)q € R se le conoce como
vector de fuerzas centrifugas y de Coriolis. De este
término, los componentes de la matriz C(q, q) € R"*" s
pueden calcular a partir de los simbolos de Christoffel como

Ohyi(q) | Ohii(q@)  Ohi(a) .
Z Cijki = Zz_: 5 { dq; + 94, D4 q; -
(15)
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