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Lagrangiano

De acuerdo con el desarrollo anterior, se puede expresar el
Lagrangiano del robot en términos de las coordenadas
generalizadas y sus derivadas temporales como

L(q, q̇) = 1

2
q̇TH(q)q̇ − Pk(q) . (1)

Para aplicar las ecuaciones de Euler–Lagrange, es
conveniente expresar la enerǵıa cinética en términos de
cada uno de sus productos, i.e.,

L(q, q̇) = 1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

hij(q)q̇iq̇j − P(q) . (2)
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Ecuaciones de Euler–Lagrange

Se aplicarán las ecuaciones de Euler–Lagrange por cada
articulación, i.e.,

d

dt

∂L
∂q̇k

− ∂L
∂qk

= τk − τfk . (3)

Comencemos calculando

∂L
∂q̇k

=

n∑
i=1

hki(q)q̇i , (4)

en donde se aprovecha que la matriz de inercia es siempre
simétrica, i.e., hij(q) = hji(q).

La derivada con respecto al tiempo está dada por

d

dt

∂L
∂q̇k

=

n∑
i=1

hki(q)q̈i +

n∑
i=1

n∑
j=1

∂hki(q)

∂qj
q̇iq̇j . (5)
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Ecuaciones de Euler–Lagrange

Por otra parte, se tiene

∂L
∂qk

=
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

∂hij(q)

∂qk
q̇iq̇j −

∂P(q)

∂qk
. (6)

Por lo tanto, las ecuaciones de Euler–Lagrange son

n∑
i=1

hki(q)q̈i+

n∑
i=1

n∑
j=1

∂hki(q)

∂qj
q̇iq̇j

− 1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

∂hij(q)

∂qk
q̇iq̇j +

∂P(q)

∂qk
= τk − τfk ,

(7)

para k = 1, . . . , n.
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Modelo Lagrangiano

Estas n ecuaciones diferenciales no lineales ya son un
modelo matemático del robot manipulador. Sin embargo,
suele escribirse de forma más compacta mediante el
siguiente desarrollo.

Primero, dada la simetŕıa de la matriz de inercia, el
segundo término de (7) se puede dividir en dos partes, como

n∑
i=1

n∑
j=1

∂hki(q)

∂qj
q̇iq̇j =

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

{
∂hki(q)

∂qj
+

∂hkj(q)

∂qi

}
q̇iq̇j .

(8)
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Modelo Lagrangiano

Si se combina con el tercer término, las Ecuaciones de
Euler–Lagrange (7) se pueden reescribir como

n∑
i=1

hki(q)q̈i+

n∑
i=1

n∑
j=1

1

2

{
∂hki(q)

∂qj
+

∂hkj(q)

∂qi
− ∂hij(q)

∂qk

}
︸ ︷︷ ︸

cijk

q̇iq̇j

+
∂P(q)

∂qk
= τk − τfk . (9)

A los términos

cijk =
1

2

{
∂hki(q)

∂qj
+

∂hkj(q)

∂qi
− ∂hij(q)

∂qk

}
(10)

se les conoce como śımbolos de Christoffel del primer tipo.
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Modelo Lagrangiano

Como i, j, k = 1, . . . , n, dado un manipulador de n
articulaciones, se tienen que calcular n3 śımbolos de
Christoffel (e.g., para un robot de 6 grados de libertad se
tienen que calcular 63 = 216 śımbolos de Christoffel).

Se pueden reducir un poco los cálculos nuevamente gracias
a la simetŕıa, más o menos a la mitad, ya que cijk = cjik.

Para los términos disipativos, si se considera sólo fricción
viscosa se tiene

τfk = cfkq̇k , (11)

donde cfk es el coeficiente de fricción viscosa de la k-ésima
articulación.

Además, se define el par debido a la gravedad como

gk =
∂P(q)
∂qk

.
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Modelo Lagrangiano

Si ahora consideramos las n ecuaciones diferenciales, en
lugar de la k-ésima, el modelo (9) se puede escribir de
forma matricial como

H(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ +Dq̇ + g(q) = τ , (12)

donde H(q) ∈ Rn×n es la matriz de inercia, previamente
definida.

La matriz D ∈ Rn×n

D = diag(cf1, . . . , cfn) (13)

es la matriz de coeficientes de fricción viscosa.
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Modelo Lagrangiano

El vector g(q) ∈ Rn definido como

g(q) =

(
∂P(q)

∂q

)T

, (14)

es el vector de pares debidos a la gravedad.

El vector τ ∈ Rn =
[
τ1 . . . τn

]T
es el vector de pares de

entrada (señales de control) que se utilizarán para mover al
robot.

Por último, al término C(q, q̇)q̇ ∈ Rn se le conoce como
vector de fuerzas centŕıfugas y de Coriolis. De este
término, los componentes de la matriz C(q, q̇) ∈ Rn×n se
pueden calcular a partir de los śımbolos de Christoffel como

ckj =

n∑
i=1

cijkq̇i =

n∑
i=1

1

2

{
∂hki(q)

∂qj
+

∂hkj(q)

∂qi
− ∂hij(q)

∂qk

}
q̇i .

(15)
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