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Articulación de Revolución

Si la articulación i-ésima es de revolución se tiene

0ωi−1,i =
0zi−1q̇i , (1)

dado que el eje de giro de la articulación i es el vector
0zi−1 y la magnitud es q̇i.
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Articulación Prismática

Por otro lado, si la articulación i-ésima es prismática

0ωi−1,i = 0 , (2)

es decir, el movimiento de la articulación prismática no
produce ninguna velocidad angular en el efector final.
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Velocidades Lineales

Para la parte de velocidad lineal, se puede utilizar la
expresión

0ȯn =

n∑
i=1

∂0on

∂qi
q̇i . (3)

Por lo que se puede utilizar el principio de superposición y
tomar el efecto de cada articulación por separado.

Entonces, equivale a preguntar cuál seŕıa la velocidad lineal
del efector final si todas las articulaciones se bloquearan,
excepto la articulación i.
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Articulación de Revolución

Considere la siguiente figura

Se tiene un disco de radio on − oi−1 con una velocidad
angular cuya magnitud es q̇i y cuya dirección es zi−1. Por
lo tanto, se tiene

0ȯn = 0zi−1 ×
(
0on − 0oi−1

)
q̇i . (4)
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Articulación Prismática

Si la articulación i-ésima es prismática

entonces la velocidad lineal del efector final es la misma
que la de la articulación, i.e.,

0on = 0zi−1q̇i . (5)
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Resumen

En resumen, el Jacobiano es una matriz de 6× n, que
puede dividirse en dos matrices de 3× n

J(q) =

[
Jv(q)
Jω(q)

]
, (6)

donde Jv(q) es la parte de velocidad lineal y Jω(q) es la
parte de velocidad angular.
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Resumen

Cada columna corresponde a una articulación. Para Jv(q)
se tiene que la i-ésima columna

Jvi =

{
0zi−1 ×

(
0on − 0oi−1

)
, art. i de revolución

0zi−1 , art. i prismática

(7)

Mientras que para Jω(q) se tiene que la i-ésima columna

Jωi =

{
0zi−1 , art. i de revolución

0 , art. i prismática
(8)
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Ejemplo

Considérese el robot planar de 3 grados de libertad
mostrado en la figura
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Ejemplo

En la clase de cinemática directa se obtuvo la tabla de
parámetros de Denavit-Hartenberg que se muestra a
continuación

i ai di αi θi C.I.

1 a1 0 0◦ θ1 90◦

2 a2 0 0◦ θ2 0◦

3 a3 0 0◦ θ3 0◦
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Ejemplo

A partir de esta tabla se pueden obtener las matrices de
transformación homogéneas necesarias para calcular el
Jacobiano, i.e.,

0H1 =


c1 −s1 0 a1c1
s1 c1 0 a1s1
0 0 1 0
0 0 0 1

 (9)

0H2 =


c12 −s12 0 a1c1 + a2c12
s12 c12 0 a1s1 + a2s12
0 0 1 0
0 0 0 1

 (10)

0H3 =


c123 −s123 0 a1c1 + a2c12 + a3c123
s123 c123 0 a1s1 + a2s12 + a3s123
0 0 1 0
0 0 0 1

 (11)
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Ejemplo

Recuerde que los sub́ınidices y supeŕındices deben de
coincidir, e.g., 0z2 son los primeros tres elementos de la
tercera columna de 0H2;

0o3 son los primeros tres
elementos de la cuarta columna de 0H3, etc.
Para los elementos con sub́ındice y supeŕındice 0, e.g., 0z0,
se puede considerar que la matriz 0H0 es la identidad de
4× 4.
Entonces, se tiene

Jv1 =
0z0 ×

(
0o3 − 0o0

)
=

00
1

×

a1c1 + a2c12 + a3c123
a1s1 + a2s12 + a3s123

0


=

−a1s1 − a2s12 − a3s123
a1c1 + a2c12 + a3c123

0

 .

(12)
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Ejemplo

De la misma forma

Jv2 =
0z1 ×

(
0o3 − 0o1

)
=

00
1

×

a2c12 + a3c123
a2s12 + a3s123

0


=

−a2s12 − a3s123
a2c12 + a3c123

0

 (13)

Jv3 =
0z2 ×

(
0o3 − 0o2

)
=

00
1

×

a3c123a3s123
0


=

−a3s123
a3c123

0

 . (14)
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Ejemplo

Para la parte de velocidad angular se tiene

Jω1 =
0z0 =

00
1


Jω2 =

0z1 =

00
1


Jω3 =

0z2 =

00
1

 . (15)

Dr. Alejandro Gutiérrez–Giles FI-UNAM 2020 14



Ejemplo

Por último, se agrupan todas estas columnas para formar el
Jacobiano

J(q) =



−a1s1 − a2s12 − a3s123 −a2s12 − a3s123 −a3s123
a1c1 + a2c12 + a3c123 a2c12 + a3c123 a3c123

0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 1 1

 .

(16)
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