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m Una de las herramientas mas tiles en la robdtica es el
Jacobiano. Es, de hecho, la base de la robdtica moderna.

m Se emplea para muchisimas cosas:

m Planeaciéon de trayectorias

Célculo de cinemética inversa en linea para robots con
muchas articulaciones

Modelado dindmico
Control de fuerza
Control servovisual
Anglisis de singularidades
Manipulabilidad, etc.

m El Jacobiano describe la cinematica diferencial, i.e., la
relacion entre las velocidades en el espacio articular y las
velocidades en el espacio Cartesiano.
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m El nombre Jacobiano es muy conocido en matematicas y se
define como una matriz cuyos elementos son las derivadas

parciales de una funcién vectorial de variable vectorial.
m Considere una funcién que relacione las variables
. T D
articulares q = [ql qQ ... qn} con la posicién del
efector final %o, = [OX oy OZ] y una parametrizacién de
su orientacién ¢ (e.g., para dngulos de Euler

w= [¢ 0 w]T), es decir

[0""} ~ f(a). 1)

m Note que dicha funcién representa la cinematica directa del
robot.
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m Si derivamos ambos lados de esta ecuacién con respecto al

tiempo
Obn] 0f(q) . :
|l =—F—"q=Ja . 2
[ o og 1= J=(9)d (2)
® A la matriz J,(q) = Bgt(lq) se le conoce como Jacobiano

analitico.

m En este caso, Y0, es la velocidad lineal del efector final. Sin

embargo, ¢ no es la velocidad angular del efector final. De
hecho ¢ no tiene significado fisico.
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m Considérese el robot planar de 3 grados de libertad de la
figura

Yo

C
A\

m En este caso la posicién del efector final es o, = [ox oy]
y la parametrizacién de la orientacion es ¢ = ¢, es decir, el
angulo entre el ultimo eslabén y la horizontal.
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m La funcién que describe la cinemadtica directa en términos
de estas cantidades es

Ox aicy + ascio + ascioy
oy | = f(q) = |a1s1 + ass12 + azsiaz| , (3)
¢ @+ q+q3

donde s123 = sin(q1 + g2 + ¢g3) y similarmente para las
demas ¢, vy s;. Recuerden que aj, as y a3 son las
longitudes de los eslabones.
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m El Jacobiano analitico se obtiene tomando las derivadas
parciales de f(q) con respecto a cada una de las variables
articulares, i.e.,

—a1S81 — @2812 — 38123 —0A2S12 — A35123 —0A3S5123
Ja(q) = | arc1 + agci2 + azcias azC12 + ascios a3Ci23
1 1 1

m Este Jacobiano relaciona las derivadas temporales de la
posicion y el angulo con respecto a la horizontal con las
velocidades articulares como sigue

Ox a1
éy = Ja (Q) (j2 . (4)
@ qs
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m El Jacobiano analitico es poco utilizado, debido a que

m Es dificl obtener una forma cerrada para expresar una
parametrizacion de la orientaciéon como una funcién
continua y diferenciable de las variables articulares.

m Aunque sea posible encontrar funciones diferenciables tanto
para posicién como para orientacién, éstas pueden ser muy
complejas y sus derivadas pueden ser muy dificiles de
obtener.

m La derivada de una parametrizacién de la orientacién (e.g.,
dngulos de Euler) no tiene una interpretacion fisica.

m Por lo anterior, es méas ampliamente utilizado el llamado
Jacobiano Geométrico.
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= El Jacobiano geométrico o simplemente Jacobiano, J(q),
relaciona directamente velocidades en el espacio articular
con velocidades en el espacio Cartesiano
%, .
o] = s, )
donde w,, es la velocidad angular del sistema coordenado
del efector final con respecto al sistema base.

m El Jacobiano geométrico es siempre de dimension 6 x n y
frecuentemente se divide en dos submatrices como sigue

O B

m El Jacobiano geométrico no es estrictamente un Jacobiano,
dado que no es la derivada parcial de una funcién vectorial,

solo lleva el nombre.
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m Para obtener el Jacobiano es necesario entender primero la
relacién entre la velocidad angular del efector final ‘w,, v la
derivada de una matriz de rotacion.

m Las herramientas matematicas que permiten obtener esta
relacion son las matrices antisimétricas y sus propiedades.

R™*™ eg aquella que cumple

m Una matriz antisimétrica S €
con la ecuacion

S+St=0. (7)
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m Estamos interesados en particular en ciertas matrices
antisimétricas formadas como sigue. Sea un vector a € R?
T
con componentes a = [al a9 ag]

m Entonces, se puede construir una matriz antisimétrica

0 —as a9
S@)=|a 0 —aif. (8)
—a aq 0

m A continuacion se enlistan cuatro propiedades importantes
que utilizaremos en este curso.
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1. El operador S(-) es lineal, i.e., sia,b€ Ry o, € R

S(aa + Bb) = aS(a) + AS(b). 9)

2. El producto cruz de dos vectores a,b € R? se puede
expresar como un producto de una matriz por un vector

axb=S(a)b. (10)
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3. Sea la matriz de rotaciéon R € SO(3), se cumple que

RS(a)R" = S(Ra). (11)

4. Sea x € R3. La forma cuadrética de esta matriz
antisimétrica cumple con

zTS(a)x =0. (12)

Esta ultima propiedad es valida para todas las matrices
antisimétricas, no sélo para las formadas a partir de (8).
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