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m El conjunto de las matrices de rotacién forma un grupo con
respecto a la multiplicacién matricial.

m Dicho grupo es conocido como el Grupo Especial
Ortonormal de orden 3 y se denota como SO(3).

m Un elemento de este grupo R € SO(3) cumple con las
siguiente propiedades:

m Es cerrado con respecto a la multiplicacién
matricial. Es decir, al multiplicar dos matrices de rotaciéon
siempre se obtiene otra matriz de rotacién’.

INétese que no es un grupo Abeliano debido a que la multiplicacién

matricial no es conmutativa.
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= Se cumple que det(R) = 1, para la representacién de
sistemas coordenados dextrégiros?.

m Su matriz inversa es igual a su transpuesta, i.e.
R '=R". (1)
m Lo anterior implica que
RR'"=R'R-=1. (2)

m Si una matriz de rotacion relaciona dos sistemas
coordenados, utilizando la notacién de este curso, como
2Ry, entonces sus columnas representan a los vectores que
forman el sistema coordenado onxLyy, 2 con respecto al
sistema 0,L.Y. 2.

2Gi se permite representar también sistemas levégiros, entonces
det(R) £ 1 y se conoce simplemente como Grupo Ortonormal de orden 3.
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De la misma forma, los renglones de R}, representan los
vectores que definen al sistema 0,,Yy, 2, con respecto al
sistema opxLYy,2h.

Las propiedades anteriores implican que
Sus columnas (renglones) tienen norma unitaria.

Sus columnas (renglones) son mutuamente ortogonales, i.e.
su producto punto siempre es cero.

Reglas de composicién: una rotacién sobre el sistema
actual postmultiplica la ecuacién, mientras que una
rotacién sobre el sistema fijo premultiplica la ecuacién.
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m Una pregunta que surge al estudiar la composicion de
rotaciones es si cualquier rotacion arbitraria se puede
expresar como una composicién de rotaciones bésicas.

m Y en el caso de que la respuesta sea afirmativa, cudl es el
numero minimo de rotaciones bésicas necesarias para llegar
a una matriz de rotacién arbitraria.

m La respuesta fue encontrada hace mas de 200 anos por
Leonhard Euler, en el siglo XVIII y se enuncia a
continuacién.

m Proposicién [dngulos de Euler]: Cualquier matriz de
rotacion arbitraria R € SO(3) se puede obtener como una
composicién de tres rotaciones bésicas, mientras no se
realicen dos rotaciones consecutivas sobre el mismo eje.
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m Lo anterior implica que existen doce posibles composiciones
de matrices basicas de rotacion sobre los ejes coordenados
T, Yy z e XYX, XYZ, XZX, XZY, YXY, YXZ, YZX,
YZY, ZXY, ZXZ, ZYX y ZYZ.

m De estas posibles combinaciones, las mas utilizadas en
robética son las tUltimas dos, i.e. ZYX que se conoce como
parametrizacién Roll-Pitch-Yaw y ZYZ que se conoce
como angulos de Euler.

m A continuacién se estudiard como obtener la
parametrizacion de angulos de Euler ZYZ.
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m El problema se puede enunciar como sigue: dada una

matriz R € SO(3), cuyos componentes son

i1 T2 T13
R = |71 1o 13|, (3)
31 T32 T33

encontrar los dangulos ¢, 0 y 9, tales que
R=R,sRyoR,y . (4)
m Desarrollando el lado derecho se tiene
CHCOCY — S¢Sy —CHCHSy — SpCyh  CHSo

SHCHCY + CpSeyy  —SpCeSy + CoCy S¢Sh (5)
—S59Cy 505y Co .
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m Igualando (3) y (5) se obtienen 9 ecuaciones algebraicas no
lineales con tres incdgnitas (¢, 6 y ).

m En este curso se utilizara inicamente la funcién atan2(y, x)
que calcula el dngulo correspondiente al cuadrante en el que
se encuentra el vector de posicién con coordenadas (z,y).

m La funcién atan2(y, z) estd definido para casi todo el plano
Cartesiano, con excepcién del punto (0, 0).

m La ecuacién mas sencilla de resolver es la del elemento r33,
i.e. cg = rs3. Utilizando la funcién atan2 y la conocida
identidad trigonométrica sin?(x) + cos?(x) = 1, se obtiene
la solucién para 6

0 = atan2(£4/1 — 135, 733) . (6)
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1 En el caso r33 # +£1 se tiene sp # 0 y se pueden utilizar los
elementos ri3, 193, 731 v T32 para obtener ¢ y 1. En este
caso existen dos soluciones, dependiendo del signo que se
elija en (6), que a su vez es el signo de 6.

1.1 Siseelige § >0

¢ = atan2(rq3,713) (7)

¥ = atan2(rsq, —731) - (8)
1.2 Si se elige 0 < 0

qZﬁ = atan2(—r23, —7‘13) (9)

¥ = atan2(—rsa,731) - (10)
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2 En el caso r33 = %1 se tiene un caso singular, ya que sg =0

y no se pueden utilizar los elementos rq3, 723, 131 ¥ 732 para
obtener ¢ y . De nuevo se consideran dos casos.

2.1 Sirg3 =1, entonces ¢y = 1 y sustituyendo en (5) se tiene
CpCop — S¢Sy = T11 (11)
S¢Cyp + CpSy = Ta1 . (12)
Utilizando las identidades
sin(z £ y) = sinx cosy + coszsiny
cos(z £ y) = cosxcosy Fsinzsiny

se tiene

cos(¢p 4+ ) =111 (13)
sin(¢ + 1) =191 . (14)
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Por lo tanto, existen soluciones infinitas y sélo se puede
determinar la suma, i.e.

¢+ = atan2(ra1,711) . (15)
2.2 Por ultimo, si r33 = —1, entonces ¢y = —1, sustituyendo
en (5) y utilizando las identidades anteriores, se tiene
—cos(¢p =) =rn (16)
—sin(¢ —¥) =ra1, (17)
por lo que sélo se puede determinar la resta
¢ — ¢ = atan2(—rg1, —r11) . (18)

Nota: una préactica comun tanto en el caso 2.1 como en el 2.2 es
elegir uno de los dngulos ¢ o 1 igual a cero y entonces el otro

queda automaticamente determinado.
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m Consideremos la matriz de rotacién

V3+l VB4l
2V2 2V2
R = 0 0 -1 . (19)
V3-1 /341 0
2V/2 22

m Se puede verificar facilmente que esta es una matriz de

rotacion y que cumple con las propiedades mencionadas al
principio de este documento.
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m Siguiendo el algoritmo de dngulos de Euler, se puede
observar que nos encontramos en el caso 1, i.e. r3z # +1.
Por lo tanto una solucién seria (eligiendo el signo menos

en (6))
6 = atan2(—+/1 — 02,0) = —7/2 (20)
¢ = atan2(—(—1),0) = 7/2 (21)
b= atan2(— (BTN V3L s ()

2v/2 2V2
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m Podemos comprobar el resultado anterior mediante

R=R,zR, :R, s

% g
0 -1 0] o 0 —17[ B5 $H o
=|1 0 00 1 0] |—(¥3) LB g
0 0 110 o0 R SR
_ V3-1 V3+1
=0 0 =1 _(x/§+1) V3-1
1 0 0 AR SR
(V341 —V341
V2 2v/2
=1 0 0 -1, (23)
V3-1 V341 0
L 2v2 2v/2

que es la matriz original.
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m Ahora consideremos la matriz de rotacién

R 0l - (24)

!
S Sl

m Este es el caso 2.2, cuya solucion estd dada por

0=m (25)
V31

o— = atan2(—7, 5) = —g.

m Si se toma ¢ = 0 entonces 1 = %.
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m Comprobacién:

R = RZ,ORerRz,g

10 0] [-10 0][s ¥ 0
=0t offo 1 of& L o
10 0 1 0 0 -1 0 0 1
—10 0]1[L -3 0
—lo 1 o| |8 1
2 2

L0 0 =10 o0 1
S

0 0 -1

que es la matriz original.
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