\NGENIERI4

&

Rotaciones Parte 1 y 2: Rotaciones
Basicas y Composicion

Dr. Alejandro Gutiérrez—Giles

ivan.gutierrez@ingenieria.unam.edu

Robética Industrial
Departamento de Control
Facultad de Ingenieria - UNAM

Google Classroom code: gzt5pya



\NGENIERI4

&5& Rotaciones en 2D
e

m Antes de analizar las rotaciones en 3D, primero
consideremos el caso méas simple en 2D mostrado en la
siguiente figura.
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&5& Rotaciones en 2D

m El problema consiste en encontrar las coordenadas de un
punto dado en el sistema en el sistema ooxoyg, i-€., Pxo ¥
pyo dadas las coordenadas del mismo punto, px1 y py1, con
respecto al sistema o1x1y;.

m El problema puede verse de la siguiente forma:
consideremos que primero los dos sistemas coinciden y
luego se gira el sistema ojx;y; un angulo 6. Las
coordenadas py1 y py1 no cambian puesto que giran con
este sistema coordenado.

m Para encontrar las coordenadas con respecto al sistema
00T0Yy, e pueden tomar separadamente las componentes
Px1 Y Py1 y sumar los efectos (principio de superposicion).
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& Rotaciones en 2D
—
Yogetl
m Por ejemplo, si sélo se tuviera la componente pyq, las
componentes sobre el sistema opxoy, estarian dadas por

0 Px0 Px1 COS(H)]
p— = . . ].
p= o] = [ W

® De la misma forma, si sélo se tuviera la componente py;
0, _ Pxo0 _ —DPy1 Sln(e):| 9
P [pyo} [ py1cos(d) | 2)

m Si se toman las dos componentes

0p — [pxo} [pxl cos(8) — py1 sin(e)]

e 3]

Py0 Px1 sin(#) + py1 cos(0)
- [cme) ~n) o] o
pyl
ORl( )
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”éi& Rotaciones en 2D

m La matriz

(4)

ORy(6) = [cos(e) —sin(@)]

sin(f)  cos(6)
es conocida como matriz de rotacién, del sistema o1y,
con respecto al sistema opzoy, en funcién del dngulo 6.

m La herramienta subyacente para encontrar las componentes
de esta matriz es la proyeccién de vectores en el espacio
Cartesiano.

m El operador para realizar esta operacion es el producto
punto, que en el espacio Cartesiano estd dado por

a - b = [lall[|b]| cos(Zab), (5)

donde Zab es el angulo entre los vectores a y b.
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&5& Rotaciones en 2D

M—

m Como estamos considerando sistemas ortonormales,
entonces siempre el médulo de los vectores que representan
los ejes coordenados sera igual a 1.

m Por ejemplo, si tomamos los vectores xg, Yy, 1 ¥ Yy, se
tiene

(=)

1 - g = COS

-3

(

x1 - Yoy = cos(

Yy, - xo = cos(m/2+ 6) = —sin(0)
(

Y1 Yg = COS

~~ I/~ N
© oo
= I =
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* .
&M Rotaciones en 2D
.
m Entonces es claro que la matriz de rotacion en 2D se puede
escribir como

1Yo Y1-Yo
m Dado que las mismas suposiciones de las que partimos se
cumplen también en 3D, se puede generalizar el resultado
anterior para el espacio Cartesiano en 3D como

OR1 _ [ﬂcl Lo Yp- wo} ' (10)

1Ly Y1 Lo =<1°-To
'Ri=|@1-yo v Yo 21 Yol - (11)
T1-20 Y120 2120

m Notese que cada columna corresponde a las componentes
de cada vector unitario del sistema o;x1y; 21 con respecto
al sistema opxoyyzo y viceversa, cada renglén de esta
matriz representa las componentes de los vectores del

sistema opxoyyzo con respecto al sistema o1x1y;21 .
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&5& Matrices de rotacién basicas
R R R ==
| g

s

m La ecuacién (11) representa a todas las rotaciones en el
espacio Cartesiano.

m En el caso particular cuando las rotaciones se realizan
sobre uno de los tres ejes coordenados xg, Yy 0 2o, se les
llama matrices de rotacién basicas.

m Utilizando la forma general y apoyédndonos en la
representacion grafica, las matrices de rotacion bésicas que
se muestran en las siguientes diapositivas.
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&5& Matrices de rotacién basicas
N R N R A R AN R~

m Rotacién basica sobre el eje z.
20

Yo

oI

1 0 0
R,y = lO cos(f) sin(ﬁ)] . (12)
0 sin(f) cos(9)
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&5& Matrices de rotacién basicas
N R N R A R AN R~

m Rotacién béasica sobre el eje y.

2021
9
Yo¥1
0001
) [/
)
cos(f) 0 sin(0)
Ryy= 0 1 0 . (13)
—sin(f) 0 cos(6)
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&5& Matrices de rotacién basicas

m Rotacién béasica sobre el eje z.
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&5& Composicién de rotaciones
1

3]
m Consideremos primero el caso méas simple en 2D.

m Supongamos que ahora tenemos tres sistemas coordenados.
El sistema opxoy, se queda fijo, mientras que el sistema
o011y, rota un angulo 0 respecto a éste y el sistema
02x2Y, rota un angulo ¢ con respecto al sistema o121y,
como se muestra en la figura.
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Yogetl
m El problema puede plantearse como sigue: si
9 T . 0 T
p= [pxg pyg] es conocido, calcular “p = [pxo pyg] en
funcién de los angulos de rotacion 6 y ¢.

m Siguiendo el mismo procedimiento que en el primer ejemplo
en 2D, se puede encontrar facilmente que los sistemas
011y, ¥ 02%2Y- estan relacionados mediante la matriz

1 _ |cos(¢) —sin(e)
Ry = [sin(qﬁ) cos(9) ] ’ (15)

por lo que se puede calcular

'p="Ryp. (16)
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&5& Composiciéon de rotaciones
1

m De la misma forma, los sistemas opzoy, y 0121y, estan
relacionados mediante

_|cos(f) —sin(0)
"Ri = [sin(&) cos(6) ] ’ (17)

por lo que se puede calcular

'p="Ry'p. (18)

= Combinando (16) y (18) se puede calcular

Op = OR11R22p . (19)

Dr. Alejandro Gutiérrez—Giles FI-UNAM 2020



\NGENIERI4

&5& Composiciéon de rotaciones
'
Yogetl
m Por otra parte, si se ignora el sistema o;x;1y,, se puede

escribir

Op = 0R22p7 (20)
por lo que se obtiene directamente
Ry ="R'R,. (21)

m De igual forma, si se incluyera un cuarto sistema
coordenado o3x3y3, se obtendria

‘R; ="Ri'Ry’R3. (22)
m En general, para n rotaciones

‘R,="Ri'Ry---""'R,, . (23)
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&5& Composiciéon de rotaciones
1
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m El resultado anterior es véalido sdlo si cada rotacion se
realiza con respecto al ultimo sistema
coordenado (sistema actual).

m Este resultado también se cumple en 3D, como se ilustra en
el siguiente ejemplo: considere una rotacion de 90° sobre el
eje x seguida de una rotacién de 180° sobre el eje z, como
se muestra en la figura.
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&5& Composiciéon de rotaciones
1
Yogetl

2

000102

Lox|

va
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&5& Composiciéon de rotaciones
1
Yogetl

m En este caso la matriz de rotacién resultante estd dada por
la composicién

0
Ry = Ry 900 R, 1800

10 0 -1 0 O
=10 0 -1 0 -1 0=]0 0 -1
01 0 0 0 1

m Las columnas de esta matriz de rotacion representan a los
vectores ‘o, 0y2 y 02, respectivamente.
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&5& Rotaciones sobre el sistema fijo
1
Yogetl

m Consideremos de nuevo la figura del ejemplo anterior

Azoyl
L2
Z122 Yo
< 000102 >
Tox
Yy
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Qéi& Rotaciones sobre el sistema fijo
hagd'_

m En este caso, el sistema actual es el o2x2y422.

m Se deseara realizar una rotacién sobre alguno de los ejes
coordenados del sistema fijo opxoyyzo, digamos sobre y,
un angulo ¢.

m Sin embargo, las matrices de rotacién postmultiplican la
ecuacion, por lo que se utiliza el siguiente “truco”:

m Primero se realiza una rotacién tal que alinee el sistema
02T2Y,22 con el sistema 0pxoyyzo, en este caso mediante

Ry ="R;".
m Luego se realiza la rotacién deseada sobre el eje fijo y,, i.e.
Ry .

m Por iltimo se regresa la rotacién que se canceld en el primer
paso, i.e. "Ry.
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&5& Rotaciones sobre el sistema fijo
e ————

m Lo anterior se resume como
'R; ="R,°R;,'R, "Ry = R, ,"R>, (25)
dado que 0R20R2_1 =1.

m Por lo tanto, el efecto neto de realizar una rotacién sobre el
sistema base ogToyyzo es que dicha matriz de rotacién
premultiplica toda la ecuacion.

m En resumen, una rotacion sobre el sistema actual
postmultiplica la ecuacién, mientras que una rotaciéon
sobre el sistema fijo premultiplica la ecuacién.
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Ejemplo

5:4—

m Realizar la siguiente composicién de rotaciones:

1.

2.

Ry 900.

Rz,180° sobre z ﬁJO
R, _g0o sobre x actual.
R, 900 sobre z actual.
R, _130- sobre y fijo.

R, 450 sobre y actual.

m Se realizard primero de forma gréfica (s6lo se indicara el
sistema fijo y el actual por claridad).
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A Ejemplo
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m 1. Ry’QOO.
4

YoY1

0001

Loz

Y
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® 2.R, 1300 sobre z fijo.

Ejemplo

534;—

A
zZ2
Yo Yo
- o
0002
Zo
Yo
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Y Ejemplo
Z,

m 3. Ry _gpo sobre x actual.

A

0003

ZoY3

\ £

Dr. Alejandro Gutiérrez—Giles



\NGENIERI4

A Ejemplo
@—

®m 4. R, g0 sobre z actual.

20Y4

0004

oLy
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m 5. Ry 1500 sobre y fijo.

Ejemplo

534;—

A°
s
Z5 Yo
< 20
0) 05
)
sz
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A Ejemplo
5&9—

m 6. Ry 450 sobre y actual.
20
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', Ejemplo
gﬁgg—

m Ahora, utilizando composicién de rotaciones se tiene

"R = Ry 1800 R,150° Ry 00° Rx 000 Ry000 Ry 450
e — o e e e N —

5 2 1 3 4 6
-1 0 0][-1 0 © 0 01
=0 1 0 0 -1 0 0 1 0
0 0 -1 L0 0 1] [-1 0 O
0 0
—1
0
0
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iy Ejemplo
5&9—

m Continuacion

[0 -1 0 0 -1 0

‘Re=10 0 —-1|| 7 0 =

1 1

1 0 0f|-5% 0 I
L o —L
V2 2

=5 0 -5 (27)

0 -1 0

m Se puede notar que las columnas de °Rg coinciden con los
vectores xg, Yg v 26 de la figura.
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