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TERCERA PARTE

O Relaciones
= Relaciones de equivalencia

O Funciones
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Breve repaso

O ¢Qué esunarelacion?
O Propiedades de las relaciones
O Relaciones de orden
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Relaciones

Definicion 3.2 Dados los conjuntos A, B < U, cualquier
subconjunto de A x B se denominarelacion de A a B.

A cualquier subconjunto de A x A se denomina relacion
binaria.
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Propiedades de las relaciones

0 Unarelacion R en A esreflexiva Si:
= S (g a) € Rparatodaac A

0 Unarelacion R en A esantireflexiva Si:
= S (a a) ¢ Rparatodaac A

0 Unarelacion R essimétrica Si:
= Si(a b) e Rentonces(b,a € R

O Unarelacion R en A esantissmétrica Si:
= Si(ab) e Ry(b, @ e Rentoncesa=b

O Unarelacion R estransitiva Si:
= Si(ab)eRy(bc)e Rentonces(a c) e R
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Relaciones de Orden

O0S aRbobRa entoncesloseementosay b son
comparables

0O S todos los pares ay b posibles son comparables, R
es un ordenamiento total o cadena

O (A, R) esun conjunto ordenado parcialmente o
poset sl R es un ordenamiento parcial en A
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Relaciones de equivalencia

Definicion Una relacion de equivalencia R en un

conjunto A es una relacion reflexiva, simétrica vy
transitiva.

EJEMPLO SeaneZ*. Parax, y € Z, se definelarelacion
R de modulon por mediodex Ry s y sdlo s, Xx—yes
un multiploden. Conn=7,sehalagque9 R 2, -3 R 11,
(14,0) e Rpero3R 7.
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Relaciones de equivalencia

Para cualquier conjunto A, Ax A es una relacion de
equivalenciaen A,y ss A={a;, a,, ..., a }, larelacion de
equivalenciaméspequeﬁaenAest{(ai,a1.) 1<i < n}.
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S se consideralarelacion R en Z definidapor x Ry, s
X —Yy es un multiplo de 2, entonces R es una relacion de

equivalencia en Z, donde todos los enteros pares e
Impares estan relacionados. Por g emplo, aqui no setiene
4 =8, peros 4 R 8, pues yano interesa el tamarno de un
numero, sino solo dos propiedades: paridad e imparidad.
Esta relacion descompone Z en dos subconjuntos
formados por los enteros pares e impares. Z ={.... , -3, -1,
1,3 ..} u{.., -4 -2 2 4, ..}. Estadescomposicion de
Z es un gemplo de particion, concepto intimamente
ligado alarelacion de equivalencia.
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Relaciones de equivalencia

Definicion Dados un conjunto A y un conjunto de indices,
|, sea J#A A, paracadaiel. Entonces {A}_, esuna
particionde A s

a) A={JA

el

b) AnA =9, parai,| el, 1 #].

Cada conjunto A se llama celda o bloque de la particion.
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Relaciones de equivalencia

EJEMPLO S A = {1, 2, 3, ..., 10}, entonces los
siguientes conjuntos son particiones de A:

a) A, ={1,23,4,5}, A, =(6,7,8,9,10};

b) A, ={1,3,5,7,9,A={2,4,6,8, 10};

0 A ={1,23}, A, ={46,7,9, A,={5,8,10};
d) A ={i,i+5},1<i<5.



Relaciones de equivalencia

Definicion Sea R una relacion de equivalencia en un

conjunto A. Paracualquier X € A, laclase de equivalencia
de X, denotada por [X], se define mediante

[X] = {ye A ny}
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Relaciones de equivalencia

EJEMPLO Definase la relacion R en Z, por xRy, s 4
divide a (x—y). Para estarelacion se encuentra que

0] ={...,-8,-4,0,4,8,12,..} ={4k | kez}

1]={...,-7,-3,1,5,9,13, ..} ={4k + 1 | keZ}
2] ={...,-6,-2, 2, 6,10, 14, ..} ={4k+ 2| keZ }
3]={...,-5,-1,3,7,11, 15, ..} = {4k + 3| keZ}
{101, [1], [2], [3]} proporciona una particion de Z.
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Relaciones de equivalencia

Teorema S A es un conjunto, entonces:

a) Cualquier relacion de equivalencia R en A origina una
particion de A.

b) Cualquier particion de A origina una relacion de
equivalenciaR en A.
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14



Funciones

Definicion Dados los conjuntos no vacios A, B, una
funcion, o transformacion f de A a B, definidapor f: A — B,
es unarelacion de A a B donde cada elemento de A aparece
exactamente una vez como primera componente de un par
ordenado de larelacion.
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Funciones

Suele escribirse f(a) = b cuando (a, b) es un par ordenado de
la funcion f. Para (a, b)ef, b se denominaimagen de a enff,
mientras que a es un antecedente de b. Ademas la
definicion sugiere que f es un método para asociar a cada

a € Aunaunica b € B; este proceso se denota mediante
f(a) = b. Por tanto, (a, b) , (a, ¢) € fimplicaqueb =c.

© 2007
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Funciones

EJEMPLO ParaA={1,2,3},B={w,x, vy, 7, f={(1, w),
(2, X), (3, X)} esunafunciony, por tanto unarelacion de A a
B. R, ={(1,w), (LX), 2%}, R, ={(Lw), (2, w), (2 %),
(3, 2)} son relaciones, pero no funciones, de A a B. (¢Por
gue no lo son?).
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Funciones

Definicion Paralafuncion f : A — B, Ay B se denominan
dominio y codominio de f, respectivamente. El subconjunto
de B formado por aguellos e ementos que aparecen como
segundas componentes en |os pares ordenados de f, se llama
Imagen de f y también se define por f(A).
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Funciones

ParaA={1,2,3},B={w,x Yy, 2z, f={(1,w), (2 X), (3, X)}

1. e dominiodef={1, 2, 3},
2. € codominiodef={w, XYy, z},
3. ylaimagendef=f(A) ={w, x}.

© 2007
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Funciones

Estas ideas se pueden representar mediante un diagrama de
Venn, como en la figura siguiente. Este diagrama muestra
gue a puede considerarse como una entrada que es
transformada mediante f en la correspondiente salida f(a).
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Funciones

En Pascal se presenta la funcion trunc (por truncamiento),
gue es una funcion con valores enteros definida en R. La
funcion elimina la parte fraccionaria de un nimero real. Por

gjemplo, trunc(3.78) = 3, trunc(5) =5, trunc(-7.22) = -7.
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¢Cuantas funciones hay de A aB?

Para el caso general, sean A, B conjuntos con A=m, B=n.
En consecuencia, ss A={a,;, a,, ..., a_}, B={b;, b,, ... \b},
una funcion tipicaf : A — B se puede describir por medio
de {(a,, X)), (&, X)), ..., (&, X )}. Se puede seleccionar
cualquier elemento entre los n de B para x, y a continuacion
hacer lo mismo parax,. (Se puede elegir cualquier elemento
de B para x, de modo que se puede elegir un mismo
elemento de B para x, y parax,). Este proceso de seleccion
continlla hasta que uno de los n eementos de B sea
finalmente seleccionado para x.. Asi, por la regla del
producto, hay nm= B'” funcionesde A aB.
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Funciones

Por tanto, s A= 3y B = 4 entonces hay 4% = B "= 64
funcionesdeAaBy 3*= A ® = 81 funciones de B a A.
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Definicion Una funcion f : A—»>B se llama uno a uno o
Inyectiva sl cada elemento de B aparece a lo sumo una vez
como la segunda componente de un par ordenado def.

Si f: A— B esuno auno, con A, B finitos, entonces A< B..
Para conjuntos generales A, B, s . A>B es uno a uno,
entonces para a,,a, €A, f(a,)=f(a,) = a,=a,. Entonces, una
funcion de este tipo se puede caracterizar como aguella
donde cada elemento de la imagen es imagen de
exactamente un elemento del dominio.
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Funciones uno a uno

EJEMPLO Sea A={1,23}, B={12345}. La funcion
f={(1,1),(2,3),(3,4)} es una funcion inyectiva de A a B.
Mientras que g={(1,1),(2,3),(3,3)} es una funcion de A a B,
aungue no es inyectiva, pues g(2)=g(3), pero 2-3.

Para A, B del gemplo hay 21° relaciones de A a B, y 52 de
ellas son funciones. Logicamente, la siguiente cuestion gque
se quiere resolver es ¢Cuantas funcionesf : A — B son
uno a uno?.
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Funciones uno a uno

Teorema Seaf: A— Bcon A, A, c A. Entonces,
a) f(A,UA)=1(A)UTfA)

b) (AN A) < T(A) N (A,

c) f(A,nA)=1(A) f(A) cuando f esinyectiva

© 2007
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Funciones uno a uno

Definicion Si f: A - ByA c A Al() A, —> Bse
f(

a) paratoda a

cA,.

Definicion SeaA, c Ayf. A, > B. S g A—> By =
f(a) paratodaa €A, g se denominaextension def a A.

© 2007 27



EIEMPLO SeaA={w, X, y, 2}, B={1, 2, 3, 4, 5}, A={w,
Y, 2. Sean f: A—>B, g: A, —>B. Entonces, g=f , y fesuna
extension deg de A, aA.

fA—+ A g 4, —F

1 » 1
) / ) -_//_7_//—

2 2
X ‘xb

3 £
¥ b

4 |
= =
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Funciones suprayectivas

Definicion S f: A — B, f se llama sobre o suprayectiva s
f(A)=B (es decir, s paratodab B existea menosuna €A
tal quef(a) = b).

© 2007
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Funciones suprayectivas

EJEMPLO ConA={1,2,3,4},B={x Yy, 7, f, ={(1, 2,
(2, y), B X), (4 ¥}y L,={(1x), (2, %), 3 Y), (4 2} son
funciones de A sobre B.

La funcion g = {(1, X), (2,X), (3y), (4y)}} no es
suprayectiva, pues g(A) ={x, y} c B.

© 2007
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Tipos de Funciones

Definicion Una funcion f : A—»>B se llama uno a uno o
Inyectiva sl cada elemento de B aparece a lo sumo una vez
como la segunda componente de un par ordenado def.

Definicion S f: A — B, f se llama sobre o suprayectiva s
f(A)=B (esdecir, s paratodab € B existe al menosun a €A
tal quef(a) = b).
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Definicion Para cualquier conjunto A, cualquier funcion
f: Ax A— Asellamaoperacion binaria en A.

EJEMPLO Lafuncionf. Z x Z — Z, definida por
f(a, b)=a—Db, esunaoperacion binariaen Z.

EJEMPLO Sea U = {1, 2, 3, 4}. Para los conjuntos
arbitrarios A, B < U, g: P(U) x P(U) —» P(U), definida

por
g(A, B) = AU B, esunaoperacion binariaen P(U).

© 2007
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Funciones

Definicion Seaf: A x A - A.

a) Sedicequefesconmutativas
f(a, b) =f(b, a) paratoda(a, b)e A x A.

b) Sedice quef esasociativas

paraa, b, c €A, f(f(a, b), c) =f(a, f(b, ¢)).

© 2007

33



Funciones

Definicion Para conjuntos A, B, si D — A x B, entonces
n,. D—A definida por wt,(a, b)=a se denomina proyeccion
sobre |a primera coordenada.

La funcion n, se define de manera andloga, y se observa
ques D = A x B, entonces t, y mtg Son suprayectivas.
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Funciones especiales

Ampliamos el concepto de proyeccion de la siguiente
forma: s A, A, ..., A, sonconjuntose{iy, I,, ..., 1} <
{1,2,...,n},coni<i,<,., <l ,m<n paaDc A xAx,
v XA =X A lafuncion D — Ay x Aix , ..., XA
definida por n(a,,.....a)) = (a,, a,,... a1m) es una proyecc:|on
de D sobre lasi,-ésma, i,-esima, ..., i -eésima coordenadas.
Los elementosde D se denominan n- tuplas mientras que un
elemento en (D) es una m-tupla

Estas proyecciones aparecen de manera natural en el estudio
de las bases de datos relacionales

© 2007
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EJEMPLO En determinada universidad se relacionan los
siguientes conjuntos para hacer distintos registros:

A,= conjunto de nimero de cursos ofrecidos en mateméticas.
A2: conjunto de nombres de cursos ofrecidos en matematicas.

A3: conjunto de los profesores de matematicas.

A,= €l conjunto delas letras del alfabeto.
Considerela tabla, orelacion D c A; x A, x A, x A,

NUmero del curso Nombredel curso

MA 111
MA 111
MA 112
MA 112
MA 112
MA 113
MA 113

© 2007

Célculo|

Célculol|

Célculol|
Célculol|
Célculol|
Célculo 111
Célculo 111

Profesor
G. Sosa
V.Lara
J. Quintana
A. Suarez
R. Martinez
J. Quintana

A. Suarez

Letra

A

w > O W >» W
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Los conjuntos A, A,, A,, A, se denominan campos de |a
base de datos relacional, y se dice que latabla D tiene grado

4. A cada elemento de D sele suele denominar registro.

En latablaa) se muestralaproyeccion de D sobre A, x A, x
A, . Latabla b) indica el resultado de la proyeccion de D
sobre A; x A, )

a

NUumero
del curso

MA 111

MA 111

MA 112

MA 112

MA 112

MA 113

MA 113

© 2007

Pr ofesor

G. sosa
V. Lara
J.Quintana
A. Suérez
R .Martinez
J. Quintana

A. Suérez

Letra

@ >» O W >» W >»

b)
NUamero Nombre
del curso del curso
MA 111 Célculo/|
MA 112 Célculol|l
MA 113 .
Célculo 111
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Funciones

Definicion Si f: A — B, sedice que f es biyectiva s f es a
MIiSMO tiempo uno auno y suprayectiva.

EJEMPLO SIA={1, 2, 3,4},B={w, X, Y, Z}, entonces
f={(1, w), (2, X), (3,Y), (4, 2} es una correspondencia
biyectivade A a (en) B.

© 2007
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Funciones

Para cuaquier conunto A, dSempre hay una
correspondencia biyectiva ssimple, pero importante, como se
observa a continuacion.

Definicion La funcion 1,: A — A, definida por 1,(a)=a,
paratodaacA, se denominafuncion identidad para A.
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Funciones

Definicion Si f, g: A— B, sedicequefy g soniguales, y se
escribef =g g f(a) = g(a) paratodaa €A.

Un fallo comun al tratar laigualdad de funciones tiene lugar
cuando f, g son funciones con un dominio comun A 'y

f(a) = g(a) para toda acA, y aln asi puede darse €l caso
quenosea f=g.

© 2007
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Definicion Si f, g: A— B, sedicequefy g soniguales, y se
escribef =g g f(a) = g(a) paratodaa €A.

Un fallo comun al tratar laigualdad de funciones tiene lugar
cuando f, g son funciones con un dominio comun A 'y

f(a) = g(a) para toda acA, y aun asi puede darse €l caso
que no sea f = g. El error se origina por no prestar
atencion a los codominios de las funciones.

© 2007
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Funciones

EJEMPLO Seaf. Z > Z, g: Z — Q, donde f(X) = x = g(X)
paratodax € Z. Por tanto f, g comparten el mismo dominio
Z, tienen la misma imagen Z y actian igual sobre cada
elemento de Z. Pero f # g, pues f es una correspondencia
uno a uno, mientras que g es uno a uno, pero no
suprayectiva, pues los codominios las diferencian.

© 2007
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Funciones

Definicion Si f: A > B, g B —» C, se define la funcidon
compuesta, denotada g o f:A— C, por (g f)(a) = g(f(a)),
paracadaacA.

© 2007
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Funciones

EJEMPLO Sean A={1, 2, 3, 4}, B={a, b, ¢}, C={w, X, Y, Z},
conf: A— B, g: B— C, dadas por:

={(1,a), (2,@), (3,b), (4,0)} y g={(ax), (b)y), (c.2)}.
Para cada € emento de A resulta:

(9o F)D=g(f(1))=g(@)=x (@- T )(3)=9(f(3))=a(b)=y

@0 )@=9(f(2)=9(@)=x (9> 1)(4) =9(f(4))=9(c)=z
De modo que

go T ={(1,%),(2%,3Y) (42}

© 2007
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EJEMPLO Sean f: R—>R, g- R—>R definidas por f(x)= X2,
g(x)= x + 5. Por tanto,

(90 F)(X)=9(f())=g(x?) = x*+ 5,
mientras que
(T 2 9)(¥) =f(g())=f(x + 5) = (x + 5)?
= X2 + 10X + 25.
Aqui,go f'R>R,YygR >R, pero(go f)(1) =6+ 36=

(f 0 g)(1); asi, aunque puedan formarse las composiciones

fogygof,noresultaf og = go f.En consecuencia,
la composicion de funciones no es, en general, una
operacion conmutativa.

© 2007
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Funciones

En la definicion y gemplos para funciones compuestas se
requeria que el codominio de f = dominio de g. En realidad,
es suficiente para generar lafuncion compuestago f: A>C
s laimagen de f < del domino de g. Se observa también

que paracuaquier f: A—> B, fol, =f=1,0f .

© 2007
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Una idea importante que se repite en matematicas es la
Investigacion de si |a combinacion de dos entidades con una
propiedad comun proporciona un resultado con esta
propiedad. Por ggemplo, ss A y B son conjuntos finitos,
entonces ANB, AuB también son finitos. Sin embargo, para
los conjuntos infinitos A, B, AuUB es infinito, pero A~B
podria ser finito.

© 2007
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Funciones

Para la composicion de funciones, se tiene € siguiente
resultado.

TeoremaSeanf: A—>B,g:B— C.
a) S f, g son uno auno, entonces g o f esuno auno.

b) Si f, g son suprayectivas, entonces g o f essuprayectiva.

© 2007
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Funciones

Demostracion

a) Probar quego f : A— Cesunoauno, seaa,, a, €A con
(9o f)(a) = (@ f)(a,). Entonces, (g f)(a,) = (go f)(@a,)
< g(f(a)) = o(f(ay)) = f(ay) = f(a,), pues g es uno a uno.
Ademss, f(a,) = f(a,) = a, = a, yaque f es uno a uno. Por
tanto, go f esuno auno.
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Funciones

Demostracion (Continuacion...)

b) Parago. f: A— C, seaz €C. Como g es suprayectiva,
existe yeB, con g(y) = z S f es suprayectiva, existe XeA,
con f(x) = y. De ahi que z = g(y) = g(f(x))= (g o f )(X), pues
laimagende (g o f ) =C=codominiode(go f )y go f €s
suprayectiva.
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Funciones

Aungue la composicidon de funciones no sea conmutativa, S
f.A—>B, goB—>C, h.C—>D
«¢Qué se puede afirmar sobre lasfunciones ho(go ) y

(ho g)o f ?
«¢Por ggjemplo, es asociativala composicion de funciones ?

© 2007
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TeoremaDadasf: A— B,g: B— C, h. C— D, entonces
ho(ge ) = (hog)e |

52
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Demostracion Como las dos funciones tienen e mismo
dominio, A, y codominio, D, €l resultado se obtendra
mostrando que para cada xeA,(ho g)o f(X) = ho(go f)(X).
Véase el diagramade Venn de lafigura

Mediante la definicion de funcion compuesta, resulta que

. (heg)e f)x)=(heg)(f(x))=h(g(f(x))
q(h o(ge f)x)=h(ge fXx))=hg(f(x)
Por tanto, la composicion de funciones es una operacion
asociativa
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Funciones

En virtud de la propiedad asociativa de la composicion de
funciones, es posible escribir sin problema de ambigtiedad

hogo f,(hog)of 6 ho(gof).

© 2007
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Funciones

Definicion Para los conjuntos A, B < U, s R es una
relacion de A a B, la conversa de R, denotada por R¢, es
unarelacion de B a A definida por Re= {(b,a)(a,b)e R |.

© 2007
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Funciones

Para obtener R¢ de R, no hay méas que intercambiar las
componentes de cada par ordenado en R, de modo que s

A ={1234;, B={wxyl y R={(1L x), (2w), (3X)},
entonces R¢ = {(x, 1), (w, 2), (X, 3)}, esunarelacion de B a

A.

© 2007
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Funciones

Para los conjuntos A ={1,2,3,4}, B={w,x,y}, seaf. A —> B,
dondef ={(1, w), (2, X), (3,Y), (4, X)}.

Entonces, f ¢= {(w, 1), (X, 2), (Y, 3), (X, 4)} esunarelacion,
pero no unafuncion, de B aA. Se pretende investigar en qué
condiciones la conversa de una funcion genera una funcion,
pero antes de entrar en abstracciones, se considerara €

siguiente g emplo.

© 2007
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Funciones

EJEMPLO Para A={1,2,3}, B={w,Xx,y},

Sea f:A—B dada por f={ (1,w),(2,X),(3,y)}.

Entonces f°={(w,1),(x,2), (y,3)} esunafuncion deB aA.

Lafuncion f¢ sellamafuncion inversa paraf , y se hallaque
fof =1,y fof®=1

© 2007
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Definicion Si f: A — B, sedice que f esinvertible s existe
unafunciong: B— Atalque go f =1, y fog=1,

EJEMPLO Sea f, g : R — R definidas por f(x)=2x+5,
9(x)=(1/2)(x-5).

Entonces,
(go f)()=g(f(x)= g(2x+5) = (1/2)[(2x+5)-5]= X,
( fog)X¥)=1(9(x)=f((V2)(x-5))= 2[(1/2)(x5)]+5= x

Demodo que f og=1.y go f=1,. En consecuencia fy g
son funciones invertibles.

© 2007
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Funciones

Teorema S una funciéon f: A—»B es invertible, entonces su
funcion inversag: B—>A es Unica.

Demostracion Si g es una inversa de f, se tiene go f=1,,

fog=1,. S gno esunica, existe otra funcién h: B—>A con
ho f =1,, f oh =15.

En consecuencia,
h=hol, = ho(fog)=1,00=g.

© 2007
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Funciones

Como resultado de este teorema, se puede denotar lainversa
de una funcion invertible f por f -1, ¢pero cuando es
Invertible una funcion?

© 2007
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Teorema Unafuncion f: A — B esinvertible s, y solo 9, es
uNo a uno Yy suprayectiva.

Demostracion

Al suponer que f: A — B esinvertible, se tiene una funcion
Unicag: B— A, con go f=1,, f og=1,. Si a,, a, €A, con
f(ay) = f(a,), entonces g(f(a,)) = g(f(a,)) o ( g° f )(ay) =
(go f)(a,). Como go f =1, resultaquea, = a,, de modo
gue f es uno a uno. Para la propiedad de suprayectividad,
sea beB. Entonces, g(b) € A de manera que es posible hablar
de f(g(b)). Como f o g= 1, resultab = 1,(b)= (f o g)(b) =
f(g(b)), por lo que f es suprayectiva.
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Demostr acion. Continuacion...

A lareciproca, supdngase gque f: A — B es biyectiva. Como
f es suprayectiva, para cada b B existe alguna a €A con
f(a) = b. En consecuencia, se define una funcion g. B — A
por g(b) = a, donde f(a) = b. Esta definicion produce una
funcion Unica. El Unico problema que se puede presentar, es
s g(b) = a, # a, = g(b) debido a que f(a,) = b = f(a,). Sin
embargo, no puede darse esta situacion, pues f es uno a uno.
Como ladefinicibndegestal que go f =1,, fog =1;, se
tiene quef esinvertible, cong=1f 1.
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Funciones

EJEMPLO Por e teorema anterior, la funcion f: R - R
definida por f,(X) = X2 no es invertible (pues no es uno a
uno), pero f,:[0, +o) — [0, +0), definida por f,(X) = X% es
invertiblecon f* (X) = /x .
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Teorema S f: A — B, g. B — C son funciones invertibles,
entonces go f : A— Cesinvertibley

(gof)t=f"og™

Vistos algunos gemplos de funciones y sus inversas, cabe
pensar si existe un método algebraico para determinar la
Inversa de una funcion invertible. Si la funcion es finita, no
hay mas que intercambiar las componentes de los pares
ordenados dados pero, ¢y S lafuncion esta definida por una
formula? Por fortuna, las manipulaciones algebraicas son
POCcO Mas que un andlisis cuidadoso del intercambio de las
componentes de |los pares ordenados. Esto se demuestra en
|0s siguientes g empl os.
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Funciones

EJEMPLO Param, b eR, m=0, f: R > R, definida por
f={(x,y)y = mx+ b}, esunafuncién invertible.

Para obtener f -1, se observa que
f={(x,y)y=mx+b}"

= {(x y)y= @0/ m)x-b)|

Asi que f: R —> R esta definida por f(X) = mx + b, mientras
guef-1 R — R sedefine por f -1(X) = (I/m)(x — b).
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EJEMPLO Seaf: R —» R* definida por f(x) = €%, donde
e = 2.7183, es la base para € logaritmo natural. En la
arafica de la figura se observa que f es uno a uno vy

suprayectiva, de modo que existe f -1: R* — R. Entonces,
1

1= foyly= e = o y)x=e') =l y)y=Inx]
asi quef-1(x) =Inx. N
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El resultado x = €"* para x > 0 es muy Util. En la
aplicacion estandar de Pascal no hay exponenciacion.
Para determinar 23, se puede recurrir a la repeticion de la
multiplicacion, pero esto es inutil cuando se trata de
evaluar un nimero como (5.73)*32. Como exp y In son
funciones definidas en Pascal, se puede determinar
(5.73)432 expresandolo de nuevo como e*32" (5:73) pues
por la férmula anterior, 5.73 = e '"G-73), En Pascal, esto se

transforma en exp(4.32 x In(5.73)).
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