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Cap��tulo 10

Procesos de Decisi�on de
Markov y Aprendizaje por
Refuerzo

10.1 Introducci�on

Un agente, ya sea humano o computacional, se enfreta continuamente al
problema de toma de decisiones bajo incertidumbre. En base ainformaci�on
limitada del ambiente, el agente debe tomar lamejor decisi�on de acuerdo a
sus objetivos. En muchas ocaciones este proceso se repite enforma secuencial
en el tiempo, de manera que en cada instante el agente recibe informaci�on
y decide que acci�on tomar, en base a sus objetivos a largo plazo. A esto
se le denominaproblemas de decisi�on secuencial. Por ejemplo, un agente de
bolsa tiene que decidir en cada momento en base a la informaci�on con la
que cuenta, que acciones vender y comprar, para maximizar suutilidad a
largo plazo. Otro ejemplo es el de un robot que debe navegar deun punto a
otro, de forma que en cada instante de tiempo debe decidir susmovimientos,
en base a la informaci�on de sus sensores y conocimiento del ambiente, para
llegar en la forma m�as directa (de menor costo) a la meta.

Esta clase de problemas se pueden modelar, desde una perspectiva de
teor��a de decisiones, comoProcesos de Decisi�on de Markov; donde se especi-
�can los posibles estados en que puede estar el agente, sus posibles acciones,
una funci�on de recompensa basada en sus preferencias, y un modelo de su
din�amica representado como una funci�on de probabilidad.Establecido el
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modelo, se puede encontrar una soluci�on que de la mejor acci�on para cada
estado (pol��tica) para maximizar la utilidad del agente a largo plazo. Otra
forma de resolver este tipo de problemas es medianteAprendizaje por Re-
fuerzo. En este caso no se tiene un modelo din�amico del agente, por lo que se
aprende la pol��tica �optima en base a prueba y error explorando el ambiente.

En este cap��tulo se presenta un panorama general de procesos de decisi�on
de Markov (MDPs) y aprendizaje por refuerzo (RL). En primer lugar se da
una de�nici�on formal de lo que es un MDP, que se ilustra con unejem-
plo. Despu�es se describen las t�ecnicas de soluci�on b�asicas, ya sea cuando
se tiene un modelo (programaci�on din�amica) o cuando no se tiene (m�etodos
Monte Carlo y aprendizaje por refuerzo). En la secci�on 10.4se presentan
otras t�ecnicas de soluci�on alternativas a los enfoques b�asicos. En seguida
se presentan m�etodos de soluci�on para problemas m�as complejos, mediante
modelos factorizados y abstractos. Finalmente se ilustranestos m�etodos en 3
aplicaciones: aprendiendo a volar un avi�on, controlando una planta el�ectrica
y coordinando a un robot mensajero.

10.2 Procesos de Decisi�on de Markov

En esta secci�on analizaremos el modelo b�asico de un MDP, as�� como su
extensi�on a los procesos parcialmente observables o POMDPS.

10.2.1 MDPs

Un MDP modela un problema de decisi�on sequencial en donde elsistema
evoluciona en el tiempo y es controlado por un agente. La din�amica del
sistema est�a determinada por una funci�on de transici�on de probabilidad que
mapea estados y acciones a otros estados.

Formalmente, un MDP es una tuplaM = < S; A; � ; R > [29]. Los ele-
mentos de un MDP son:

� Un conjunto �nito de estadosS : f s1; : : : ; sng, dondest denota el estado
s 2 S al tiempo t.

� Un conjunto �nito de acciones que pueden depender de cada estado,
A(s), donde at 2 A(s) denota la acci�on realizada en un estados en el
tiempo t.
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� Una funci�on de recompensa (R a
ss0) que regresa un n�umero real indi-

cando lo deseado de estar en un estados0 2 S dado que en el estado
s 2 S se realiz�o la acci�on a 2 A(s).

� Una funci�on de transici�on de estados dada como una distribuci�on de
probabilidad (Pa

ss0) que denota la probabilidad de llegar al estados0 2 S
dado que se tom�o la acci�ona 2 A(s) en el estados 2 S, que tambi�en
denotaremos como �(s; a; s0).

Dado un estadost 2 S y una acci�on at 2 A(st ), el agente se mueve a
un nuevo estadost+1 y recibe una recompensar t+1 . El mapeo de estados
a probabilidades de seleccionar una acci�on particular de�nen una pol��tica
(� t ). El problema fundamental en MDPs es encontrar una pol��tica �optima;
es decir, aquella que maximiza la recompensa que espera recibir el agente a
largo plazo.

Las pol��ticas o reglas de decisi�on pueden ser [29]: (i) deterministas o
aleatorias, (ii) estacionarias o no{estacionarias. Una pol��tica determinista
selecciona simpre la misma acci�on para cierto estado, mientras que una
aleatoria selecciona con cierta probabilidad (de acuerdo acierta distribuci�on
especi�cada) una acci�on de un conjunto posible de acciones. Una pol��tica
estacionaria decide la misma acci�on para cada estado independientemente
del tiempo, esto es,at (s) = a(s) para toda t 2 T; lo cual no se cumple para
una no{estacionaria. En este cap��tulo nos enfocamos a pol��ticas estacionarias
y deterministas.

Si las recompensas recibidas despu�es de un tiempot se denotan como:
r t+1 , r t+2 , r t+3 , : : :, lo que se quiere es maximizar la recompensa total (Rt ),
que en el caso m�as simple es:

Rt = r t+1 + r t+2 + r t+3 + : : : + rT

Si se tiene un punto terminal se llaman tareasepis�odicas, si no se tiene se
llaman tareascontinuas. En este �ultimo caso, la f�ormula de arriba presenta
problemas, ya que no podemos hacer el c�alculo cuandoT no tiene l��mite.
Podemos usar una forma alternativa en donde se van haciendo cada vez m�as
peque~nas las contribuciones de las recompensas m�as lejanas:

Rt = r t+1 + 
r t+2 + 
 2r t+3 + : : : =
1X

k=0


 kr t+ k+1
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donde 
 se conoce como laraz�on de descuentoy est�a entre: 0 � 
 < 1. Si

 = 0 se trata de maximizar la recompensa total tomando en cuenta s�olo las
recompensas inmediatas.

En general existen los siguientes tipos modelos de acuerdo alo que se
busca optimizar:

1. Horizonte �nito: el agente trata de optimizar su recompensa esperada
en los siguientesh pasos, sin preocuparse de lo que ocurra despu�es:

E(
hX

t=0

r t )

donde r t signi�ca la recompensa recibidat pasos en el futuro. Este
modelo se puede usar de dos formas: (i)pol��tica no estacionaria: donde
en el primer paso se toman los siguientesh pasos, en el siguiente los
h � 1, etc., hasta terminar. El problema principal es que no siempre se
conoce cu�antos pasos considerar. (ii)receding-horizon control: siempre
se toman los siguientesh pasos.

2. Horizonte in�nito: las recompensas que recibe un agente son reducidas
geom�etricamente de acuerdo a un factor de descuento
 (0 � 
 < 1)
considerando un n�umero in�nito de pasos:

E(
1X

t=0


 t r t )

3. Recompensa promedio: al agente optimiza a largo plazo la recompensa
promedio:

lim h!1 E(
1
h

hX

t=0

r t )

En este caso, un problema es que no hay forma de distinguir pol��ticas
que reciban grandes recompensas al principio de las que no.

El modelo m�as utilizado es el de horizonte in�nito.
Las acciones del agente determinan no s�olo la recompensa inmediata,

sino tambi�en en forma probabil��stica el siguiente estado. Los MDPs, como el
nombre lo indica, son procesos markovianos; es decir, que elsiguiente estado
es independiente de los estados anteriores dado el estado actual:

Pa
ss0 = P(st+1 = s0 j st ; at ; st � 1; at � 1; : : :) = P(st+1 = s0 j st = s; at = a)
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La pol��tica � es un mapeo de cada estados 2 S y acci�on a 2 A(s) a la
probabilidad � (s; a) de tomar la acci�on a estando en estados. El valor de
un estados bajo la pol��tica � , denotado comoV � (s), es la recompensa total
esperada en el estados y siguiendo la pol��tica � . El valor esperado se puede
expresar como:

V � (s) = E � f Rt j st = sg = E �

( 1X

k= o


 kr t+ k+1 j st = s

)

y el valor esperado tomando una acci�ona en estados bajo la pol��tica � ,
denotado comoQ� (s; a), es:

Q� (s; a) = E � f Rt j st = s; at = ag = E �

( 1X

k= o


 kr t+ k+1 j st = s; at = a

)

Las funciones de valor �optimas se de�nen como:

V � (s) = max� V � (s) y Q� (s; a) = max� Q� (s; a)

Las cuales se pueden expresar mediante las ecuaciones de optimalidad de
Bellman [3]:

V � (s) = maxa

X

s0

Pa
ss0[R a

ss0 + 
V � (s0)]

y
Q� (s; a) =

X

s0

Pa
ss0[R a

ss0 + 
V � (s0)]

o
Q� (s; a) =

X

s0

Pa
ss0[R a

ss0 + 
 maxa0Q� (s0; a0)]

De esta forma, lo que se busca al resolver un MDP es encontrar la soluci�on
a las ecuaciones de Bellman; que equivale a encontrar la pol��tica �optima.
Existen dos enfoques b�asicos para resolver MDPs: (i) cuando el modelo
es conocido (P; R), mediante m�etodos de programaci�on din�amica o pro-
gramaci�on lineal, y (ii) cuando el modelo es desconocido usando m�etodos
de Monte Carlo o de aprendizaje por refuerzo. Tambi�en existen m�etodos
h��bridos que combinan ambos enfoques. En la secci�on 10.3 estudiamos los
diferentes m�etodos de soluci�on.
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Figura 10.1: Ejemplo del mundo virtual en que el agente debe navegar. La
celda de arriba a la derecha (S4) representa la meta, con una recompensa
positiva; mientras que las celdas grises (obst�aculos) y lacelda con el signo
de prohibido(peligro), tienen recompensas negativas. El agente (en el dibujo
en el estados15) puede desplazarse a las 4 celdas vecinas, excepto si est�a en
la orilla del mundo virtual.

Ejemplo de un MDP

Veremos ahora un ejemplo muy sencillo de como podemos de�nirun MDP.
Supongamos que en un mundo virtual en forma de rejilla (ver �gura 10.1) hay
un agente que se desplaza de un cuadro a otro, pudiendo moverse a los cuadros
continuos: arriba, abajo, derecha o izquierda. El agente desea desplazarse
para llegar a cierta meta (recompensa positiva), evitando los obst�aculos en
el camino (recompensa negativa). Dado que cada movimiento implica cierto
gasto de energ��a para el agente, cada movimiento tiene asociado cierto costo.
Como existe incertidumbre en las acciones del agente, asumimos que con un
80% de probabilidad llega a la celda desaeada, y con un 20% de probabilidad
cae en otra celda contigua.

En base a la descripci�on anterior, considerando un mundo de4� 4 celdas,
podemos de�nir un MDP que representa este problema:
Estados:

S =

8
>>><

>>>:

s1 s2 s3 s4

s5 s6 s7 s8

s9 s10 s11 s12

s13 s14 s15 s16

9
>>>=

>>>;

Acciones:

A = f izquierda; arriba; derecha; abajog
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Recompensas:

R =

8
>>><

>>>:

� 1 � 1 � 1 10
� 1 � 100 � 1 � 1
� 1 � 100 � 1 � 10
� 1 � 1 � 1 � 1

9
>>>=

>>>;

La meta tiene una recompensa positiva (+10), los obst�aculos (-100) y
la zona de peligro (-10) negativas. Las dem�as celdas tiene una peque~na
recompensa negativas (-1) que indican el costo de moverse del agente, de
forma que lo hacen buscar una trayectoria \corta" a la meta.
Funci�on de transici�on:

�( s1; izquierda; ) = 0 :0 % no es posible irse a la izquierda
: : : : : :
�( s2; izquierda; s1) = 0 :8 % llega al estado deseado,s1

�( s2; izquierda; s5) = 0 :1 % llega al estados5

�( s2; izquierda; s2) = 0 :1 % se queda en el mismo estado
: : : : : :

Una vez de�nido el modelo, se obtiene la pol��tica �optima utilizando los
m�etodos que veremos m�as adelante.

10.2.2 POMDPs

Un MDP asume que el estado es perfectamente observable; es decir, que el
agente conoce con certeza el estado donde se encuentra en cada instante de
tiempo. Pero en la pr�actica, en muchos casos no es as��. Por ejemplo, con-
siderando un robot m�ovil cuyo estado esta dado por su posici�on y orientaci�on
en el plano, (x; y; � ), es com�un que la posici�on no se conozca con certeza, por
limitaciones de la odometr��a y los sensores del robot. Entonces el robot tiene
cierta creenciasobre su posici�on actual (su estado), que se puede representar
como una distribuci�on de probabilidad sobre los posibles estados. Cuando el
estado no es conocido con certeza, el problema se transformaen un proceso
de decisi�on de Markov parcialmente observable (POMDP).

En forma similar a un MDP, un POMDP se de�ne formalmente como
una tupla M = < S; A; � ; R; O > . Los elementosS; A; � ; R se de�nen de
la misma forma que para un MDP. El elemento adicional es la Funci�on de
Observaci�on, O, que da la probabilidad de observaro dado que el robot se
encuentra en el estados y ejecuto la acci�on a, O(s; a; o).
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Resolver un POMDP es mucho m�as complejo que un MDP, ya que al
considerar el estado de creencia (la distribuci�on de probabilidad sobre los
estados), el espacio de estados de creencia se vuelve in�nito, y la soluci�on
exacta mucho m�as compleja. El espacio de estados de creencia (belief state)
considera la distribuci�on de probabilidad de los estados dadas las observa-
ciones,Bel(S). Cada asignaci�on de probabilidades a los estados originales es
un estado de creencia, por lo que el n�umero es in�nito.

Se puede resolver un POMDP en forma exacta considerando un hori-
zonte �nito y un espacio de estados originalespeque~no. Para problemas m�as
complejos o de horizonte in�nito, se han propuesto diferentes esquemas de
soluci�on aproximada [20, 39, 38]:

� Asumir que el agente se encuentra en el estado m�as probable se trans-
forma en un MDP que se puede resolver por cualquiera de los m�etodos
de soluci�on para MDPs.

� Proyectar el estado de creencia a un espacio de menor dimensi�on, con-
siderando el estado m�as probable con cierta medida de incertidumbre.

� Utilizar m�etodos de simulaci�on Montecarlo, como los �ltros de part��culas.

� Considerar un n�umero �nito de pasos y modelar el problema como una
red de decisi�on din�amica, donde la aproximaci�on dependedel n�umero
de estados que se \ven" hacia delante olookahead(ver secci�on 10.5).

En este cap��tulo nos enfocamos solamente a MDPs, ahora veremos los
m�etodos b�asicos de soluci�on.

10.3 M�etodos de Soluci�on B�asicos

Existen tres formas principales de resolver MDPs: (i) usando m�etodos de
programaci�on din�amica, (ii) usando m�etodos de Monte Carlo, y (iii) usando
m�etodos de diferencias temporales o de aprendizaje por refuerzo.

10.3.1 Programaci�on Din�amica (DP)

Si se conoce el modelo del ambiente; es decir, las funciones de probabilidad
de las transiciones (Pa

ss0) y los valores esperados de recompensas (R a
ss0), las
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ecuaciones de optimalidad de Bellman nos representan un sistema de jSj
ecuaciones yjSj inc�ognitas.

Consideremos primero como calcular la funci�on de valorV � dada una
pol��tica arbitraria � .

V � (s) = E � f Rt j st = sg
= E � f r t+1 + 
r t+2 + 
 2r t+3 + : : : j st = sg
= E � f r t+1 + 
V � (st+1 ) j st = sg
=

P
a � (s; a)

P
s0 Pa

ss0[R a
ss0 + 
V � (s0)]

donde � (s; a) es la probabilidad de tomar la acci�ona en estados bajo la
pol��tica � .

Podemos hacer aproximaciones sucesivas, evaluandoVk+1 (s) en t�erminos
de Vk(s):

Vk+1 (s) =
X

a
� (s; a)

X

s0

Pa
ss0[R a

ss0 + 
V k(s0)]

Podemos entonces de�nir un algoritmo de evaluaci�on iterativa de pol��ticas
como se muestra en el Algoritmo 1, en donde, para una pol��tica dada, se
eval�uan los valoresV hasta que no cambian dentro de una cierta tolerancia
� .

Algoritmo 1 Algoritmo iterativo de evaluaci�on de pol��tica.
Inicializa V(s) = 0 para toda s 2 S
repeat

�  0
for all s 2 S do

v  V(s)
V(s)  

P
a � (s; a)

P
s0 Pa

ss0[R a
ss0 + 
V (s0)

�  max(� ; jv � V(s)j)
end for

until � < � (n�umero positivo peque~no)
regresaV � V �

Una de las razones para calcular la funci�on de valor de una pol��tica es
para tratar de encontrar mejores pol��ticas. Dada una funci�on de valor para
una pol��tica dada, podemos probar una acci�ona 6= � (s) y ver si su V(s) es
mejor o peor que elV � (s).

En lugar de hacer un cambio en un estado y ver el resultado, se pueden
considerar cambios en todos los estados considerando todaslas acciones de
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cada estado, seleccionando aquellas que parezcan mejor de acuerdo a una
pol��tica greedy (seleccionado siempre el mejor). Podemos entonces calcular
una nueva pol��tica � 0(s) = argmaxaQ� (s; a) y continuar hasta que no mejore-
mos. Esto sugiere, partir de una pol��tica (� 0) y calcular la funci�on de valor
(V � 0 ), con la cual encontrar una mejor pol��tica (� 1) y as�� sucesivamente hasta
converger a� � y V � . A este procedimiento se le llama iteraci�on de pol��ticas
y viene descrito en el Algorithmo 2 [19].

Algoritmo 2 Algoritmo de iteraci�on de pol��tica.
1. Inicializaci�on:
V(s) 2 R y � (s) 2 A (s) arbitrariamente 8s 2 S
2. Evaluaci�on de pol��tica:
repeat

�  0
for all s 2 S do

v  V(s)
V(s)  

P
s0 P � (s)

ss0 [R � (s)
ss0 + 
V (s0)]

�  max(� ; jv � V(s)j)
end for

until � < � (n�umero positivo peque~no)
3. Mejora de pol��tica:
pol-estable true
for all s 2 S: do

b  � (s)
� (s)  argmaxa

P
s0 Pa

ss0[R a
ss0 + 
V (s0)]

if b6= � (s) then
pol-estable false

end if
end for
if pol-establethen

stop
else

go to 2
end if

Uno de los problemas con el algoritmo de iteraci�on de pol��ticas es que
cada iteraci�on involucra evaluaci�on de pol��ticas que requiere recorrer todos
los estados varias veces. Sin embargo, el paso de evaluaci�on de pol��tica lo
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podemos truncar de varias formas, sin perder la garant��a deconvergencia.
Una de ellas es pararla despu�es de recorrer una sola vez todos los estados.
A esta forma se le llama iteraci�on de valor (value iteration). En particular,
se puede escribir combinando la mejora en la pol��tica y la evaluaci�on de la
pol��tica truncada como sigue:

Vk+1 (s) = maxa

X

s0

Pa
ss0[R a

ss0 + 
V k(s0)]

Esto �ultimo se puede ver como expresar la ecuaci�on de Bellman en una
regla de actualizaci�on. Es muy parecido a la regla de evaluaci�on de pol��ticas,
solo que se eval�ua el m�aximo sobre todas las acciones (ver Algoritmo 3).

Algoritmo 3 Algoritmo de iteraci�on de valor.
Inicializa V(s) = 0 para toda s 2 S
repeat

�  0
for all s 2 S do

v  V(s)
V(s)  maxa

P
s0 Pa

ss0[R a
ss0 + 
V � (s0)]

�  max(� ; jv � V(s)j)
end for

until � < � (n�umero positivo peque~no)
Regresa una pol��tica determin��sta

Tal que: � (s) = argmaxa
P

s0 Pa
ss0[R a

ss0 + 
V � (s0)]

Para espacios muy grandes, el ver todos los estados puede sercomputa-
cionalmente muy caro. Una opci�on es hacer estas actualizaciones al momento
de estar explorando el espacio, y por lo tanto determinando sobre qu�e estados
se hacen las actualizaciones. El hacer estimaciones en basea otras estima-
ciones se conoce tambi�en comobootstrapping.

10.3.2 Monte Carlo (MC)

Los m�etodos de Monte Carlo, solo requieren de experiencia yla actualizaci�on
se hace por episodio en lugar de por cada paso. La funci�on de valor de un
estado es la recompensa esperada que se puede obtener a partir de ese estado.
Para estimarV � y Q� podemos tomar estad��sticas haciendo un promedio de
las recompensas obtenidas. El procedimiento paraV � est�a descrito en el
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Algoritmo 4, donde se guardan los promedios de las recompenzas totales
obtenidas en cada estado que se visita en la simulaci�on.

Algoritmo 4 Algoritmo de Monte Carlo para estimarV � .
loop

Genera un episodio usando�
for all estados en ese episodio:do

R  recompensa despu�es de la primera ocurrencia des
A~nadeR a recomp(s)
V(s)  promedio(recomp(s))

end for
end loop

Para estimar pares estado-acci�on (Q� ) corremos el peligro de no ver todos
los pares, por lo que se busca mantener la exploraci�on. Lo que normalmente
se hace es considerar solo pol��ticas estoc�asticas; es decir, que tienen una
probabilidad diferente de cero de seleccionar todas las acciones.

Con Monte Carlo podemos alternar entre evaluaci�on y mejoras en base
a cada episodio. La idea es que despu�es de cada episodio las recompensas
observadas se usan para evaluar la pol��tica y la pol��tica se mejora para to-
dos los estados visitados en el episodio. El algoritmo vienedescrito en el
Algoritmo 5.

Algoritmo 5 Algoritmo de Monte Carlo para mejorar pol��ticas.
loop

Genera un episodio usando� con exploraci�on
for all par s; a en ese episodio:do

R  recompensa despu�es de la primera ocurrencia des; a
A~nadeR a recomp(s; a)
Q(s; a)  promedio(recomp(s; a))

end for
for all s en el episodio:do

� (s)  argmaxaQ(s; a)
end for

end loop

Para seleccionar una acci�on durante el proceso de aprendizaje se puede
hacer de acuerdo a lo que diga la pol��tica o usando un esquemade selecci�on
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diferente. Dentro de estos �ultimos, existen diferentes formas para seleccionar
acciones, dos de las m�as comunes son:

� � � greedy: en donde la mayor parte del tiempo se selecciona la acci�on
que da el mayor valor estimado, pero con probabilidad� se selecciona
una acci�on aleatoriamente.

� softmax, en donde la probabilidad de selecci�on de cada acci�on depende
de su valor estimado. La m�as com�un sigue una distribuci�onde Boltz-
mann o de Gibbs, y selecciona una acci�on con la siguiente probabilidad:

eQ t (s;a)=�

P n
b=1 eQ t (s;b)=�

donde� es un par�ametro positivo (temperatura) que se disminuye con
el tiempo.

Los algoritmos de aprendizaje los podemos dividir en base a la forma que
siguen para seleccionar sus acciones durante el proceso de aprendizaje:

� Algoritmos on-policy: Estiman el valor de la pol��tica mientras la usan
para el control. Se trata de mejorar la pol��tica que se usa para tomar
decisiones.

� Algoritmos o�-policy : Usan la pol��tica y el control en forma separada.
La estimaci�on de la pol��tica puede ser por ejemplogreedyy la pol��tica
de comportamiento puede ser� -greedy. Osea que la pol��tica de com-
portamiento est�a separada de la pol��tica que se quiere mejorar. Esto
es lo que hace Q-learning, el cual describiremos en la siguiente secci�on.

10.3.3 Aprendizaje por Refuerzo (RL)

Los m�etodos de Aprendizaje por Refuerzo (Reinforcement Learning) o di-
ferencias temporales, combinan las ventajas de los dos enfoques anteriores:
permiten hacerbootstrapping(como DP) y no requiere tener un modelo del
ambiente (como MC).

M�etodos tipo RL s�olo tienen que esperar el siguiente paso para hacer una
actualizaci�on en la funci�on de valor. B�asicamente usan el error o diferencia
entre predicciones sucesivas (en lugar del error entre la predicci�on y la salida
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�nal) para aprender. Su principal ventaja es que son incrementales y por lo
tanto f�aciles de computar.

El algoritmo de diferencias temporales m�as simple es TD(0), el cual viene
descrito en el Algoritmo 6 y cuya funci�on de actualizaci�ones:

V(st )  V (st ) + � [r t+1 + 
V (st+1 ) � V(st )]

Algoritmo 6 Algoritmo TD(0).
Inicializa V(s) arbitrariamente y � a la pol��tica a evaluar
for all episodiodo

Inicializa s
for all paso del episodio (hasta ques sea terminal)do

a  acci�on dada por � para s
Realiza acci�ona; observa recompensa,r , y siguiente estado,s0

V(s)  V(s) + � [r + 
V (s0) � V(s)]
s  s0

end for
end for

La actualizaci�on de valores tomando en cuenta la acci�on ser��a:

Q(st ; at )  Q(st ; at ) + � [r t+1 + 
Q (st+1 ; at+1 ) � Q(st ; at )]

y el algoritmo es pr�acticamente el mismo, solo que se llama SARSA (State -
Action - Reward - State' - Action'), y viene descrito en el Algoritmo 7.

Uno de los desarrollos m�as importantes en aprendizaje por refuerzo fu�e
el desarrollo de un algoritmo \fuera-de-pol��tica" (o�-policy ) conocido como
Q-learning. La idea principal es realizar la actualizaci�on de la siguiente forma
(Watkins, 89):

Q(st ; at )  Q(st ; at ) + � [r t+1 + 
max aQ(st+1 ; at+1 ) � Q(st ; at )]

El algoritmo viene descrito en el Algoritmo 8.

10.4 T�ecnicas de Soluciones Avanzadas

Se han propuesto diferentes algoritmos de soluci�on que combinan o propo-
nen alguna soluci�on intermedia entre algunas de las t�ecnicas vistas en la
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Algoritmo 7 Algoritmo SARSA.
Inicializa Q(s; a) arbitrariamente
for all episodiodo

Inicializa s
Selecciona unaa a partir de s usando la pol��tica dada por Q (e.g., � {
greedy)
for all paso del episodio (hasta ques sea terminal)do

Realiza acci�ona, observar , s0

Escogea0 de s0 usando la pol��tica derivada deQ
Q(s; a)  Q(s; a) + � [r + 
Q (s0; a0) � Q(s; a)]
s  s0; a  a0;

end for
end for

Algoritmo 8 Algoritmo Q-Learning.
Inicializa Q(s; a) arbitrariamente
for all episodiodo

Inicializa s
for all paso del episodio (hasta ques sea terminal)do

Selecciona unaa de s usando la pol��tica dada porQ (e.g., � {greedy)
Realiza acci�ona, observar , s0

Q(s; a)  Q(s; a) + � [r + 
max 0
aQ(s0; a0) � Q(s; a)]

s  s0;
end for

end for

15



secci�on 10.3. En particular entre Monte Carlo y Aprendizaje por Refuerzo
(trazas de elegibilidad) y entre Programaci�on Din�amica yAprendizaje por
Refuerzo (Dyna-Q yPrioritized Sweeping). En las siguientes secciones vere-
mos estas t�ecnicas.

10.4.1 Trazas de Elegibilidad ( eligibility traces )

Esta t�ecnica se puede considerar que est�a entre los m�etodos de Monte Carlo
y RL de un paso. Los m�etodos Monte Carlo realizan la actualizaci�on con-
siderando la secuencia completa de recompensas observadas, mientras que
la actualizaci�on de los m�etodos de RL se hace utilizando �unicamente la si-
guiente recompensa. La idea de las trazas de elegibilidad esconsiderar las
recompensas den estados posteriores (o afectar an anteriores).

Si recordamos la recompenza total acumulada es:

Rt = r t+1 + 
r t+2 + 
 2r t+3 + : : : + 
 T � t � 1rT

Lo que se hace en RL es usar:

Rt = r t+1 + 
V t (st+1 )

lo cual hace sentido porqueVt (st+1 ) reemplaza a los t�erminos siguientes
(
r t+2 + 
 2r t+3 + : : :). Sin embargo, hace igual sentido hacer:

Rt = r t+1 + 
r t+2 + 
 2Vt (st+2 )

y, en general, paran pasos en el futuro.
En la pr�actica, m�as que esperarn pasos para actualizar (forward view),

se realiza al rev�es (backward view). Se guarda informaci�on sobre los estados
por los que se pas�o y se actualizan hacia atr�as las recompensas (descontadas
por la distancia). Se puede probar que ambos enfoques son equivalentes.

Para implementar la idea anterior, se asocia a cada estado o par estado-
acci�on una variable extra, representando su traza de elegibilidad (eligibility
trace) que denotaremos poret (s) o et (s; a). Este valor va decayendo con la
longitud de la traza creada en cada episodio. ParaTD(� ):

et (s) =

(

�e t � 1(s) si s 6= st


�e t � 1(s) + 1 si s = st
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Figura 10.2: Comportamiento de las recompensas dadas a un cierto camino
dadas por las trazas de elegibilidad.

Para SARSA se tiene lo siguiente:

et (s; a) =

(

�e t � 1(s; a) si s 6= st


�e t � 1(s; a) + 1 si s = st

SARSA(� ) viene descrito en el Algoritmo 9, donde todos los estados visi-
tados reciben parte de las recompensas futuras dependiendode su distancia,
como se ilustra en la �gura 10.2.

Algoritmo 9 SARSA(� ) con trazas de elegibilidad.
Inicializa Q(s; a) arbitrariamente y e(s; a) = 0 8s; a
for all episodio (hasta ques sea terminal)do

Inicializa s; a
for all paso en el episodeodo

Toma acci�on a y observar; s0

Seleccionaa0 de s0 usando una pol��tica derivada de Q (e.g.,� � greedy)
�  r + 
Q (s0; a0) � Q(s; a)
e(s; a)  e(s; a) + 1
for all (s; a) do

Q(s; a)  Q(s; a) + ��e (s; a)
e(s; a)  
�e (s; a)
s  s0; a  a0

end for
end for

end for

Para Q-learning como la selecci�on de acciones se hace, por ejemplo, si-
guiendo una pol��tica � � greedy, se tiene que tener cuidado, ya que a veces los
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movimientos, son movimientos exploratorios de los cuales no necesariamente
queremos propagar sus recompensas hacia atr�as. Aqu�� se puede mantener
historia de la traza solo hasta el primer movimiento exploratorio, ignorar
las acciones exploratorias, o hacer un esquema un poco m�as complicado que
considera todas las posibles acciones en cada estado.

10.4.2 Plani�caci�on y Aprendizaje

Asumamos que tenemos un modelo del ambiente, esto es, que podemos pre-
decir el siguiente estado y la recompensa dado un estado y unaacci�on. La
predicci�on puede ser un conjunto de posibles estados con suprobabilidad aso-
ciada o puede ser un estado que es muestreado de acuerdo a la distribuci�on
de probabilidad de los estados resultantes.

Dado un modelo, es posible hacer plani�caci�on. Lo interesante es que
podemos utilizar los estados y acciones utilizados en la plani�caci�on tambi�en
para aprender. De hecho al sistema de aprendizaje no le importa si los pares
estado-acci�on son dados de experiencias reales o simuladas.

Dado un modelo del ambiente, uno podr��a seleccionar aleatoriamente un
par estado-acci�on, usar el modelo para predecir el siguiente estado, obtener
una recompensa y actualizar valoresQ. Esto se puede repetir inde�nidamente
hasta converger aQ� .

El algoritmo Dyna-Q combina experiencias con plani�caci�on para apren-
der m�as r�apidamente una pol��tica �optima. La idea es aprender de experiencia,
pero tambi�en usar un modelo para simular experiencia adicional y as�� apren-
der m�as r�apidamente (ver Algoritmo 10). La experiencia acumulada tambi�en
se usa para actualizar el modelo.

El algoritmo de Dyna-Q selecciona pares estado-acci�on aleatoriamente de
pares anteriores. Sin embargo, la plani�caci�on se puede usar mucho mejor si
se enfoca a pares estado-acci�on espec���cos. Por ejemplo,enfocarnos en las
metas e irnos hacia atr�as o m�as generalmente, irnos hacia atr�as de cualquer
estado que cambie su valor. Esto es, enfocar la simulaci�on al estado que
cambio su valor. Esto nos lleva a todos los estados que llegana ese estado
y que tambi�en cambiar��an su valor. Esto proceso se puede repetir sucesiva-
mente, sin embargo, algunos estados cambian mucho m�as que otros. Lo que
podemos hacer es ordenarlos y realizar las simulaciones conel modelo solo en
los estados que rebacen un cierto umbral. Esto es precisamente lo que hacer
el algoritmo deprioritized sweepingdescrito en el Algoritmo 11.
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Algoritmo 10 Algoritmo de Dyna-Q.
Inicializa Q(s; a) y Modelo(s; a) 8s 2 S; a 2 A
loop

s  estado actual
a  � � greedy(s; a)
realiza acci�on a observas0 y r
Q(s; a)  Q(s; a) + � [r + 
 maxa0Q(s0; a0) � Q(s; a)]
Modelo(s; a)  s0; r
for N vecesdo

s  estado anterior seleccionado aleatoriamente
a  acci�on aleatoria tomada ens
s0; r  Modelo(s; a)
Q(s; a)  Q(s; a) + � [r + 
 maxa0Q(s0; a0) � Q(s; a)]

end for
end loop

10.4.3 Generalizaci�on en Aprendizaje por Refuerzo

Hasta ahora hemos asumido que se tiene una representaci�on expl��cita de
las funciones de valor en forma de tabla (i.e., una salida porcada tupla de
entradas). Esto funciona para espacios peque~nos, pero es impensable para
dominios como ajedrez (10120 estados) o backgammon (1050 estados). Una
forma para poder aprender una funci�on de valor en espacios grandes, es
hacerlo con una representaci�on impl��cita, i.e., una funci�on. Por ejemplo en
juegos, una funci�on de utilidad estimada de un estado se puede representar
como una funci�on lineal pesada sobre un conjunto de atributos (f i 's):

V (s) = w1f 1(s) + w2f 2(s) + : : : + wn f n (s)

En ajedrez se tienen aproximadamente 10 pesos, por lo que es una com-
presi�on bastante signi�cativa. La compresi�on lograda por una representaci�on
impl��cita permite al sistema de aprendizaje, generalizarde estados visitados
a estados no visitados. Por otro lado, puede que no exista talfunci�on. Como
en todos los sistemas de aprendizaje, existe un balance entre el espacio de
hip�otesis y el tiempo que se toma aprender una hip�otesis aceptable. Muchos
sistemas de aprendizaje supervisado tratan de minimizar elerror cuadratico
medio (MSE) bajo cierta distribuci�on P(s) de las entradas. Supongamos
que ~� t representa el vector de par�ametros de la funci�on parametrizada que
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Algoritmo 11 Algoritmo de Prioritized sweeping.
Inicializa Q(s; a) y Modelo(s; a) 8s 2 S; a 2 A y ColaP = ;
loop

s  estado actual
a  � � greedy(s; a)
realiza acci�on a observas0 y r
Modelo(s; a)  s0; r
p  j r + 
 maxa0Q(s0; a0) � Q(s; a) j
if p > � then

inserta s; a a ColaP con prioridad p
end if
for N veces, mientrasColaP 6= ; do

s; a  primero(ColaP)
s0; r  Modelo(s; a)
Q(s; a)  Q(s; a) + � [r + 
 maxa0Q(s0; a0) � Q(s; a)]
for all s;a que se predice llegan as do

r  recompensa predicha
p  j r + 
 maxaQ(s; a) � Q(s;a) j
if p > � then

inserta s;a a ColaP con prioridad p
end if

end for
end for

end loop
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queremos aprender, el error cuadrado se calcula como la diferencia entre el
valor de la pol��tica real y el que nos da nuestra funci�on:

MSE (~� t ) =
X

s2 S

P(s)[V � (s) � Vt (s)]2

donde P(s) es una distribuci�on pesando los errores de diferentes estados.
Cuando los estados son igualmente probables, podemos eliminar este t�ermino.
Para ajustar los par�ametros del vector de la funci�on que queremos optimizar,
se obtiene el gradiente y se ajustan los valores de los par�ametros en la di-
recci�on que produce la m�axima reducci�on en el error, estoes, ajustamos los
par�ametros de la funci�on restandoles la derivada del error de la funci�on con
respecto a estos par�ametros:

~� t+1 = ~� t � 1
2 � r ~� t

[V � (st ) � Vt (st )]2

= ~� t + � [V � (st ) � Vt (st )]r ~� t
Vt (st )

donde� es un par�ametro positivo 0� � � 1 que determina que tanto cam-
biamos los par�ametros en funci�on del error, yr ~� t

f (� t ) denota un vector de
derivadas parciales de la funci�on con respecto a los par�ametros. Si represen-
tamos la funci�on con n par�ametros tendr��amos:

r ~� t
Vt (st ) =

0

@@f( ~� t )
@� t (1)

;
@f( ~� t )
@� t (2)

; : : : ;
@f( ~� t )
@� t (n)

1

A

T

Como no sabemosV � (st ) la tenemos que aproximar. Una forma de hacerlo
es con trazas de elegibilidad y actualizar la funci�on � usando informaci�on de
un funci�on de valor aproximada usando la recompensa obtenida y la funci�on
de valor en el siguiente estado, como sigue:

~� t+1 = ~� t + �� t~et

donde� t es el error:

� t = r t+1 + 
V t (st+1 ) � Vt (st )

y ~et es un vector de trazas de elegibilidad, una por cada componente de ~� t ,
que se actualiza como:

~et = 
�~e t � 1 + r ~� t
Vt (st )

con~e0 = 0. Como estamos usando trazas de elegibilidad, la aproximaci�on de
la funci�on de valor se hace usando informaci�on de todo el camino recorrido
y no s�olo de la funci�on de valor inmediata.
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10.5 Representaciones Factorizadas y Abstrac-
tas

Uno de los principales problemas de los MDPs es que el espaciode estados
y acciones puede crecer demasiado (miles o millones de estados, decenas de
acciones). Aunque lo m�etodos de soluci�on, como iteraci�on de valor o pol��tica,
tienen una complejidad polinomial, problemas tan grandes se vuelven intra-
tables tanto en espacio como en tiempo. Para ello se han propuesto diversos
esquemas para reducir o simpli�car el modelo, en algunos casos sacri�cando
optimalidad. Estos m�etodos los podemos dividir en 3 tipos principales:

1. Factorizaci�on. El estado se descompone en un conjunto devariables,
reduciendo el espacio para representar las funciones de transici�on y de
recompensa.

2. Abstracci�on. Se agrupan estados con propiedades similares, o se uti-
lizan representaciones relacionales basadas en l�ogica depredicados; re-
duciendo en ambos casos el espacio de estados.

3. Descomposici�on. El problema se divide en varios sub{problemas, que
puedan ser resueltos independientemente, para luego conjuntar las solu-
ciones.

En esta secci�on veremos las dos primeras estrategias, y en la siguiente hablare-
mos sobre decomposici�on. Antes introducimos las redes bayesianas, en las
que se basan los MDPs factorizados.

10.5.1 Redes Bayesianas

Las redes bayesianas (RB) modelan un fen�omeno mediante un conjunto de
variables y las relaciones de dependencia entre ellas. Dadoeste modelo, se
puede hacer inferencia bayesiana; es decir, estimar la probabilidad poste-
rior de las variables no conocidas, en base a las variables conocidas. Estos
modelos pueden tener diversas aplicaciones, para clasi�caci�on, predicci�on,
diagn�ostico, etc. Adem�as, pueden dar informaci�on interesante en cuanto a
c�omo se relacionan las variables del dominio, las cuales pueden ser inter-
pretadas en ocasiones como relaciones de causa{efecto. En particular, nos
interesan las RB ya que permiten representar de un forma m�ascompacta las
funciones de transici�on de los MDPs.
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Representaci�on

Las redes bayesianas [28] son una representaci�on gr�a�ca de dependencias
para razonamiento probabil��stico, en la cual los nodos representan variables
aleatorias y los arcos representan relaciones de dependencia directa entre
las variables. La Figura 10.3 muestra un ejemplo hipot�etico de una red
bayesiana (RB) que representa cierto conocimiento sobre medicina. En este
caso, los nodos representan enfermedades, s��ntomas y factores que causan
algunas enfermedades. La variable a la que apunta un arco es dependiente
de la que est�a en el origen de �este, por ejemploFiebre depende deTifoidea
y Gripe en la red de la Figura 10.3. La topolog��a o estructura de la red nos
da informaci�on sobre las dependencias probabil��sticas entre las variables. La
red tambi�en representa las independencias condicionalesde una variable (o
conjunto de variables) dada(s) otra(s) variable(s). Por ejemplo, en la red de
la Figura 10.3,Reacciones(R) es condicionalmente independiente deComida
(C) dado Tifoidea (T):

P(RjC; T) = P(RjT) (10.1)

Esto se representa gr�a�camente por el nodoT separandoal nodo C de R.
Complementa la de�nici�on de una red bayesiana las probabilidades condi-

cionales de cada variable dados sus padres:

� Nodos ra��z: vector de probabilidades marginales.

� Otros nodos: matriz de probabilidades condicionales dadossus padres.

Aplicando la regla de la cadena y las independencias condicionales, se puede
veri�car que con dichas probabilidades se puede calcular laprobabilidad con-
junta de todas las variables; como el producto de las probabilidades de cada
variable (X i ) dados sus padres (P a(X i )):

P(X 1; X 2; :::; X n ) =
nY

i =1

P(X i jP a(X i )) (10.2)

La Figura 10.3 ilustra algunas de las matrices de probabilidad asociadas
al ejemplo de red bayesiana.
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Figura 10.3: Ejemplo de una red bayesiana. Los nodos representan vari-
ables aleatorias y los arcos relaciones de dependencia. Se muestran las tablas
de probabilidad condicional de algunas de las variables de la red bayesiana:
probabilidad a priori de Comida,P(C); probabilidad de Tifoidea dada Co-
mida, P(T j C); y probabilidad de Fiebre dada Tifoidea y Gripe,P(F j T; G).
En este ejemplo se asume que todas las variables son binarias.

Redes bayesianas din�amicas

Las redes bayesianas, en principio, representan el estado de las variables en un
cierto momento en el tiempo. Para representar procesos din�amicos existe una
extensi�on a estos modelos conocida comored bayesiana din�amica(RBD) [26].
Una RBD consiste en una representaci�on de los estados del proceso en cierto
tiempo (red est�atica) y las relaciones temporales entre dichos procesos (red de
transici�on). Para las RBDs generalmente se hacen las siguientes suposiciones:

� Proceso markoviano. El estado actual s�olo depende del estado anterior
(s�olo hay arcos entre tiempos consecutivos).

� Proceso estacionario en el tiempo. Las probabilidades condicionales en
el modelo no cambian con el tiempo.

Lo anterior implica que podemos de�nir una red bayesiana din�amica en base
a dos componentes: (i) una red base est�atica que se repite encada periodo, de
acuerdo a cierto intervalo de tiempo prede�nido; y (ii) una red de transici�on
entre etapas consecutivas (dada la propiedad markoviana).Un ejemplo de
una RBD se muestra en la Figura 10.4.
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Figura 10.4: Ejemplo de una red bayesiana din�amica. Se muestra la estruc-
tura base que se repite en cuatro etapas temporales, as�� como las relaciones
de dependencia entre etapas.

Estos modelos, en particular las redes bayesianas din�amicas, permiten
representar en una forma mucho m�as compacta las funciones de transici�on
en MDPs, como veremos en la siguiente secci�on.

10.5.2 MDPs Factorizados

Al aumentar el n�umero de estados en un MDP, crecen las tablaspara re-
presentar las funciones de transici�on, las cuales se pueden volver inmane-
jables. Por ejemplo, si tenemos un MDP con 1000 estados (algocom�un en
muchas aplicaciones), la tabla de transici�on, por acci�on, tendr��a un mill�on
(1000� 1000) de par�ametros (probabilidades). Una forma de reducir esta
complejidad es mediante el uso de redes bayesianas din�amicas, en lo que se
conoce comoMDPs factorizados[4].

En los MDPs factorizados, el estado de descompone en un conjunto de
variables o factores. Por ejemplo, en vez de representar el estado de un robot
mensajeromediante una s�ola variable,S, con un gran n�umero de valores;
podemos descomponerla enn variables, x1; x2; : : : ; xn , donde cada una re-
presenta un aspecto del estado (posici�on del robot, si tiene un mensaje que
entregar, posici�on de la meta, etc.). Entonces el modelo detransici�on se
representa usando RBDs. Se tiene una RBD con dos etapas temporales por
acci�on, que especi�can las variables en el tiempot y en el tiempot + 1. La
estructura de la RBD establece las dependencias entre las variables. Se tiene
asociada una tabla de probabilidad por variable ent + 1, que establece la
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probabilidad condicional de la variablex i (t + 1) dados sus padres,x1::k (t),
asumiendo que tienek padres. Un ejemplo de un modelo factorizado se
muestra en la �gura 10.5. La representaci�on factorizada delas funciones de
transici�on implica, generalmente, un importante ahorro de espacio, ya que en
la pr�actica, tanto las funciones de transici�on como las derecompensa tienden
a depender de pocas variables, resultando en modelossencillos.

� �

� �

� �

� �

� �

� � �

� � �

� � �
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� � �
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Figura 10.5: MDP factorizado. Izquierda: funci�on de transici�on represen-
tada mediante una RBD, para un MDP con 5 variables de estado. Centro:
la funci�on de recompensa s�olo depende de dos de las variables de estado.
Derecha: funci�on de recompensa como un �arbol de decisi�onbinario.

Al descomponer el estado en un conjunto de variables, tambi�en es posible
representar la funci�on de recompensa en forma factorizada. La funci�on de
recompensa se representa usando �arboles de decisi�on, donde cada nodo en el
�arbol corresponde a una de las variables de estado, y las hojas a los diferentes
valores de recompensa. La �gura 10.5 ilustra un ejemplo de una funci�on de
recompensa factorizada.

En base a estas representaciones factorizadas se han desarrollado exten-
siones de los algoritmos b�asicos de soluci�on, que son mucho m�as e�cientes al
operar directamente sobre las respresntaciones estructuradas. Dos ejemplo
son el m�etodo deiteraci�on de pol��tica estructurado [5] y SPUDD [18]. SPUDD
adem�as de usar una representaci�on factorizada, simpli�ca a�un m�as el modelo
al representar las tablas de probabilidad condicional mediante grafos llama-
dosADDs.

10.5.3 Agregaci�on de estados

Otra alternativa para reducir la complejidad es reducir el n�umero de esta-
dos, agrupando estados con propiedades similares (por ejemplo, que tengan
la misma funci�on de valor o pol��tica). Si dos o m�as estadostienen la misma
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recompensa y probabilidades de transici�on a otros estados, se dice que son
estados equivalentes, y se pueden fusionar en un s�olo estado sin p�erdida de
informaci�on. Al agregar estados de esta forma, se mantieneuna soluci�on
�optima del MDP. Sin embargo, en la pr�actica, generalmentela reducci�on de
estados es relativamente peque~na, por lo que se han planetado otras alterna-
tivas. �Estas agrupan estados aunque no sean equivalentes, pero siparecidos,
con lo que se sacri�ca optimalidad pero se gana en e�ciencia,con una soluci�on
aproximada.

MDPs cualitativos

Se han propuesto varios esquemas de agregaci�on de estados [4], veremos uno
de ellos, basado enestados cualitativos(Q) [32]. Adem�as de permitir reducir
el n�umero de estados en MDPs discretos, este m�etodo permite resolver MDPs
continuos. El m�etodo se basa en una representaci�on cualitativa de los estados,
donde un estado cualitativo,qi , es un grupo de estados (o una partici�on del
espacio en el caso de MDPs continuos) que tienen la misma recompensa
inmediata.

La soluci�on de un MDP cualitativo se realiza en dos fases [32]:

Abstracci�on: El espacio de estados se divide en un conjunto de estados
cualitativos, q1; : : : ; qn , donde cada uno tiene la misma recompensa.
En el caso de un MDP discreto simplemente se agrupan todos loses-
tados vecinos que tengan la misma recompensa. En el caso de un
MDP continuo, esta partici�on se puede aprender mediante una explo-
raci�on del ambiente, particionando el espacio de estados en secciones
(hiper{rect�angulos) de igual recompensa. El espacio de estados cuali-
tativos se representa mediante un �arbol de decisi�on, denominado q-tree.
La �gura 10.6 muestra un ejemplo sencillo en dos dimensionesde un
espacio de estados cualitativos y elq-tree correspondiente. Este MDP
cualitativo se resuelve usando m�etodos cl�asicos como iteraci�on de valor.

Re�namiento: La agrupaci�on incial puede ser demasiadoabstracta, obte-
niendo una soluci�on sub{�optima. Para ello se plantea una segunda fase
de re�namiento, en la cual algunos estados se dividen, basado en la
varianza en utilidad respecto a los estados vecinos. Para ello se selec-
ciona el estado cualitativo con mayor varianza en valor (diferencia del
valor con los estados vecinos), y se parte en dos, resolviendo el nuevo
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MDP. Si la pol��tica resultante di�ere de la anterior, se mantiene la par-
tici�on, sino se descarta dicha partici�on y se marca ese estado. Este
procedimiento se repite recursivamente hasta que ya no hayaestado
sin marcar o se llegue a un tama~no m��nimo de estado (de acuerdo a
la aplicaci�on). La �gura 10.7 ilustra el proceso de re�namiento para el
ejemplo anterior.

Figura 10.6: Ejemplo de una partici�on cualitativa en dos dimensiones, donde
las variables de estado son Volumen y Temperatura. Izquierda: q � tree,
las ramas son restricciones y las hojas los estados cualitativos. Derecha:
partici�on del espacio bidimensional en 5 estados.

Aunque este esquema no garantiza una soluci�on �optima, se ha encontrado
experimentalmente que se obtienen soluciones aproximadamente �optimas con
ahorros signi�cativos en espacio y tiempo. En la secci�on 10.7 se ilustra este
m�etodo en una aplicaci�on para el control de plantas el�ectricas.

10.5.4 Aprendizaje por Refuerzo Relacional

A pesar del trabajo que se ha hecho en aproximaciones de funciones (e.g.,
[7]), abstracciones jer�arquicas (e.g., [11]) y temporales (e.g., [36]) y repre-
sentaciones factorizadas(e.g., [21]), se sigue investigando en c�omo tratar de
forma efectiva espacios grandes de estados, c�omo incorporar conocimiento del
dominio y c�omo transferir pol��ticas aprendidas a nuevos problemas similares.

La mayor��a de los trabajos utilizan una representaci�on proposicional que
sigue sin escalar adecuadamente en dominios que pueden ser de�nidos de
manera m�as natural en t�erminos de objetos y relaciones. Para ilustrar esto,
supongamos que queremos aprender una pol��tica para jugar un �nal de juego
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Figura 10.7: Varias etapas en el proceso de re�namiento parael ejemplo
del MDP cualitativo en dos dimensiones. A partir de la partici�on inicial,
se divide un estado cualitativo en dos (Step 1). Despu�es se divide uno de
los nuevos estados (Step 2). Al resolver el nuevo MDP se encuentra que la
pol��tica no var��a, por lo que se vuelven a unir en un estado (Step 3).

Figura 10.8: Obligando al rey contrario a moverse hacia una orilla.
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sencillo en ajedrez. Inclusive para un �nal sencillo como Rey-Torre vs. Rey
(RTR), existen m�as de 175,000 posiciones legales donde no existe un jaque.
El n�umero de posibles acciones por estado en general es de 22(8 para el
rey y 14 para la torre), lo cual nos da cerca de 4 millones de posibles pares
estado-acci�on. Aprender directamente en esta representaci�on esta fuera del
alcance de computadoras est�andar, sin embargo, existen muchos estados que
representan escencialmente lo mismo, en el sentido que comparten las mismas
relaciones. Para un jugador de ajedrez la posici�on exacta de las piezas no
es tan importante como las relaciones existentes entre las piezas para decidir
que mover (ver [8, 10]). Por ejemplo, en RTR cuando los dos reyes estan en
oposici�on (misma �la o rengl�on con un cuadro entre ellos),la torre divide
a los reyes y la torre est�a alejada al menos dos cuadros del rey contrario
(i.e., puede hacer jaque en forma segura), una buena jugada es hacer jaque
y forzar al rey a moverse hacia una orilla (ver Figura 10.8). Esta acci�on es
aplicable a todas las posiciones del juego que cumplen con estas relaciones,
lo cual captura m�as de 1,000 posiciones para una torre blanca. De hecho se
puede aplicar para tableros de diferente tama~no.

La idea de usar una representaci�on relacional es usar un conjunto re-
ducido de estados abstractos que representan un conjunto derelaciones (e.g.,
en oposici�on, torre divide, etc.), un conjunto de acciones en t�erminos de esas
relaciones (e.g., If enoposici�on And torre divide Then jaque) y aprender qu�e
acci�on usar para cada estado abstracto. La ventaja de una representaci�on
relacional es que puede contener variables y por lo tanto representar a muchas
instancias particulares, lo cual reduce considerablemente el conjunto de es-
tados y acciones, simpli�cando el proceso de aprendizaje. Por otro lado, es
posible transferir las pol��ticas aprendidas en esta representaci�on abstracta a
otras instancias del problema general.

En este cap��tulo seguimos la caracterizaci�on originalmente propuesta en
[24]. Un MDP relacional, est�a de�nido de la misma forma por una tupla
M = < SR ; AR ; � R ; RR > . En este caso,SR es un conjunto de estados,
cada uno de�nido por una conjunci�on de predicados en l�ogica de primer or-
den. AR (SR ) es un conjunto de acciones cuya representaci�on es parecida
a operadores tipo STRIPS. �R es la funci�on de transici�on que opera sobre
estados, acciones y estados resultantes, todos ellos relacionales. Si existen
varios posibles estados relaciones por cada acci�on se tienen que de�nir tran-
siciones parecidas a operadores STRIPS probabil��sticos.RR es una funci�on
de recompensa que se de�ne como en un MDP tradicional, dando un n�umero
real a cada estadoRR : S ! R , solo que ahora se le da la misma recompensa
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a todas las instancias del estadosR . A diferencia de un MDP tradicional, el
espacio de estados esta impl��citamente de�nido.

Una vez de�nido un MPD relacional podemos de�nir tambi�en algoritmos
para aprender una pol��tica �optima. En este cap��tulo solodescribimos c�omo
aplicar Q-learning en esta representaci�on, sin embargo, lo mismo puede apli-
carse a otros algoritmos. El Algoritmo 12 contiene el pseudo{c�odigo para
el algoritmo rQ-learning. El algoritmo es muy parecido a Q-learning, con la
diferencia que los estados (S) y las acciones (A) est�an representados en forma
relacional. El algoritmo sigue tomando acciones primitivas (a) y moviendose
en estados primitivos (s), pero el aprendizaje se realiza sobre los pares estado
- acci�on relacionales. En este esquema particular, de un estado primitivo se
obtienen primero las relaciones que de�nen el estado relacional. En ajedrez,
de la posici�on de las piezas del tablero se obtendr��an relaciones entre las
piezas para de�nir el estado relacional.

Algoritmo 12 El algoritmo rQ-learning.
Initialize Q(S; A) arbitrarily
(where S is an r-state and A is an r-action )
for all episodiodo

Inicializa s
S  rels(s) f conjunto de relaciones en estadosg
for all paso del episodio (hasta ques sea terminal)do

SeleccionaA de S usando una pol��tica no determin��stica (e.g., � -
greedy)
Selecciona aleatoriamente una acci�ona aplicable enA
Toma acci�on a, observar; s0

S0  rels(s0)
Q(S; A)  Q(S; A) + � (r + 
max A 0Q(S0; A0) � Q(S; A))
S  S0

end for
end for

Esta representaci�on relacional se ha probado en laberintos, el problema
del Taxi, en el mundo de los bloques, en ajedrez para aprendera jugar un
�nal de juego sencillo y para aprender a volar un avi�on (comose ver�a en la
secci�on 10.7.1).

Lo bueno de aprender una pol��tica relacional es que se puedeusar en
diferentes instancias del problema o para problemas parecidos. La pol��tica
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Figura 10.9: Dos caminos seguidos en dos instancias de un problema de Taxi
aumentado.

aprendida en el dominio del Taxi (ver �gura 10.13) usando unarepresentaci�on
relacional, se uso como pol��tica en un espacio m�as grande,con nuevos des-
tinos, cuyas posiciones son diferentes, e inclusive con paredes horizontales.
En este caso, la misma pol��tica se puede aplicar y dar resultados �optimos.
La �gura 10.9 ilustra dos caminos tomados por el taxi para ir aun punto a
recoger a un pasajero y llevarlo a otro punto seleccionado aleatoriamente.

10.6 T�ecnicas de Descomposici�on

Otra clase de t�ecnicas de para reducir la complejidad de MDPs se base en el
principio de \divide y vencer�as". La idea es tratar de dividir el problema en
sub{problemas que puedan ser resueltos en forma independiente, y despu�es
de alguna manera combinar las soluciones para obtener una soluci�on global
aproximada. Existen b�asicamente dos enfoques para descomponer un MDP:

1. Jer�arquico. Se descompone el MDP en una serie de subprocesos, sub-
metas o subrutinas, de forma que para obtener la soluci�on global, se
tienen que resolver los subprocesos, t��picamente en formasecuencial.
Por ejemplo, para que un robot vaya de un cuarto a otro en un edi�cio,
el problema se puede separar en 3 sub{MDPs: salir del cuarto,ir por
el pasillo al otro cuarto, y entrar al cuarto.
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2. Concurrente. Se divide el MDP en un conjunto de subprocesos donde
cada uno contempla un aspecto del problema, de forma que en conjunto
lo resuelven en forma concurrente. Por ejemplo, en navegaci�on rob�otica
se podr��a tener un MDP que gu��a al robot hacia la meta y otro que
evade obst�aculos; al conjuntar las soluciones el robot va ala meta
evitando obst�aculos.

Estas t�ecnicas sacri�can, generalmente, optimalidad para poder resolver pro-
blemas mucho m�as complejos. A continuaci�on analizaremosambos enfoques.

10.6.1 Decomposici�on jer�arquica

Debido a que el espacio de soluci�on al resolver un MDP tradicional crece de
manera exponencial con el n�umero de variables, se han propuesto esquemas
que descomponen el problema original en sub-problemas. Lasprincipales
ventajas de esta descomposici�on son:

� Poder escalar los MDP a problemas m�as complejos.

� El poder compartir o re-utilizar soluciones de subtareas, en la soluci�on
del mismo problema o inclusive de problemas similares, trans�riendo
las pol��ticas aprendidas en las subtareas.

Por ejemplo, supongamos que se tiene una rejilla de 10 por 10,como se
ilustra en la �gura 10.10. En este problema existen 10,000 combinaciones
de posiciones del agente y la meta (mostrados con el hex�agono y cuadrado
obscuros). Este implica que para resolver este problema para cualquier estado
inicial y �nal se requieren 10,000 valoresV o aproximadamente 40,000 valores
Q, asumiendo que se tienen cuatro movimientos posibles (norte, sur, este
y oeste). Una opci�on es partir en espacio en regiones, seleccionando un
conjunto de puntos caracter��sticos (los c��rculos mostrados en la �gura) y
asign�andoles las celdas m�as cercanas siguiendo un criterio de Voronoi. Con
esto se puede imponer una restricci�on en la pol��tica siguiendo el siguiente
esquema:

1. Ir del punto de inicio a la posici�on del punto caracter��stico de su regi�on,

2. Ir de un punto caracter��stico de una regi�on al punto caracter��stico de
la regi�on que tiene la meta, siguiendo los puntos caracter��sticos de las
regiones intermedias,
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Figura 10.10: La �gura muestra una descomposici�on de un espacio siguiendo
un criterio de Voronoi, puntos caracter��sticos de cada regi�on (c��rculos) y la
trayectoria entre dos puntos pasando por puntos caracter��sticos.

3. Ir del punto caracter��stico de la regi�on con el estado meta a la meta.

Lo que se tiene que aprender es como ir de cada celda a su punto carac-
ter��stico, como ir entre puntos caracter��ticos, y como irde un punto carac-
ter��stico a cualquier celda de su regi�on. Para el ejemplo anterior, esto requiere
6,070 valoresQ (comparados con los 40,000 originales). Esta reducci�on se
debe a que muchas de las subtareas son compartidas por muchascombina-
ciones de estados inicial y �nal. Sin embargo, estan restricciones pueden
perder la optimalidad.

En general, en las estrategias de descomposici�on se siguendos enfoques:

� Una descomposici�on del espacio de estados y recompensas, pero no de
las acciones.

� Descomposici�on de las acciones, en donde cada agente es responsable
de parte de las acciones.

En este cap��tulo solo vamos a revisar algunos de los trabajos m�as repre-
sentativos de MPDs jer�arquicos, comoOptions, HAM, y MAX-Q, que caen
en el primer enfoque, y descomposici�on concurrente, que puede incluir el
segundo enfoque.
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Figura 10.11: Se muestran dos regiones conectadas. Si el agente se encuentra
en cualquier estado de la izquieda, se inicia la macro-acci�on siguiendo la
pol��tica ilustrada en la �gura y que tiene como objetivo salir de la regi�on.

10.6.2 Options o Macro-Actions

Sutton, Precup, y Singh en [37] extienden el modelo cl�asicode MDPs e
incluyen \options" o macro acciones que son pol��ticas que se siguen durante
cierto tiempo. Una macro acci�on tiene asociada una pol��tica, un criterio de
terminaci�on y una regi�on en el espacio de estados (la macro-acci�on puede
empezar su ejecuci�on en cualquier estado de la regi�on). Alintroducir macro-
acciones el modelo se convierte en un proceso de decisi�on semi-markoviano o
SMDP, por sus siglas en ingl�es.

La �gura 10.11 muestra un ejemplo. La regi�on de iniciaci�onde la macro-
acci�on es la parte izquierda de la �gura, la pol��tica es la mostrada en la
�gura y la condici�on de terminaci�on es terminar con probabilidadad de 1 en
cualquier estado fuera del cuarto y 0 dentro del cuarto.

Una forma de aprender una pol��tica sobre las macro accioneses como
sigue:

� En s selecciona macro-acci�ona y siguela

� Observa el estado resultantes0, la recompensar y el n�umero de pasos
N .
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� Realiza la siguiente actualizaci�on:

Q(a; s) := (1 � � )Q(s; a) + � [r + 
 N maxa0Q(s0; a0)]

donde N es el n�umero de pasos. Si
 = 1 se convierte en Q-learning
tradicional.

La pol��tica �optima puede no estar representada por una combinaci�on de
macro acciones, por ejemplo, la macro acci�onsal-por-la-puerta-m�as-cercana
es sub�optima para los estados que est�an una posici�on arriba de la salida
inferior. Esto es, si el estado meta est�a m�as cercano a la puerta inferior, el
agente recorrer��a estados de m�as.

10.6.3 HAMs

Parr y Russell proponen lo que llaman m�aquinas jer�arquicas abstractas o
HAMs por sus siglas en ingl�es. Una HAM se compone de un conjunto de
m�aquinas de estados, una funci�on de transici�on y una funci�on de inicio que
determina el estado inicial de la m�aquina [27]. Los estadosen las m�aquinas
son de cuatro tipos: (i) action, en el cual se ejecuta una acci�on, (ii)call,
llama a otra m�aquina, (iii) choice selecciona en forma no determinista el
siguiente estado, y (iv)stop regresa el control al estadocall previo. Con
esta t�ecnica se resuelve el problema mostrado en la �gura 10.12, en donde
se aprenden pol��ticas parciales para:ir por pasillo quien llama arebotar en
pared y retroceder. Rebotar en paredllama a hacia paredy seguir pared, etc.

Una HAM se puede ver como un programa y de hecho Andre y Russell
propusieron un lenguaje de programaci�on para HAMs (PHAM) que incorpora
al lenguaje LISP [1].

10.6.4 MAXQ

Dietterich [12] propone un esquema jer�arquico llamado MAXQ bajo la su-
posici�on que para un programador es relativamente f�acil identi�car submetas
y subtareas para lograr esas submetas. MAXQ descompone el MDP original
en una jerarqu��a de MDPs y la funci�on de valor del MDP original se de-
scompone en una combinaci�on aditiva de las funciones de valor de los MDPs
m�as peque~nos. Cada subtarea tiene asociado un conjunto deestados, un
predicado de terminaci�on y una funci�on de recompensa. La descomposici�on
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Figura 10.12: Se muestra un dominio que tiene cierta regularidad que es
aprovechada por una HAM para solucionarlo e�cientemente.

jer�arquica de�ne un grafo dirigido y al resolver el nodo ra��z se resuelve el pro-
blema completo. Se obtiene una pol��tica para cada subtarea, la cual consiste
en acciones primitivas o en llamar a una subtarea. Esto permite reutilizar
las pol��ticas de subtareas en otros problemas. Se puede probar que MAXQ
obtiene la pol��tica �optima consistente con la descomposici�on.

MAXQ tambi�en introduce una abstraci�on de estados, en donde para cada
subtarea se tiene un subconjunto de variables reduciendo elespacio signi�ca-
tivamente. Por ejemplo en el problema del Taxi mostrado en la�gura 10.13
el objetivo es recoger a un pasajero en uno de los estados marcados con una
letra y dejarlo en alg�un destino (de nuevo marcado con una letra). La parte
derecha de la �gura muestra un grafo de dependencias en dondela navegaci�on
depende s�olo de la posici�on del taxi y el destino y no si se vaa recoger o de-
jar a un pasajero. Por otro lado el completar la tarea dependedel origen y
destino del pasajero m�as que en la localizaci�on del taxi. Estas abstracciones
simpli�can la soluci�on de las subtareas.

Existen diferentes formas de como dividir un problema en sub-problemas,
resolver cada sub-problema y combinar sus soluciones para resolver el pro-
blema original. Algunos otros enfoques propuestos para MDPs jer�arquicos
est�an descritos en [4, 2].
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Figura 10.13: La �gura de la izquierda muestra el dominio delTaxi donde
las letras indican posiciones para recoger o dejar un pasajero. El grafo de
la derecha representa las dependencias entre diferentes posibles sub-tareas a
realizar.

10.6.5 Decomposici�on Concurrente

La descomposici�on concurrente divide el problema entre varios agentes, cada
uno ve un aspecto del problema, y entre todos resuelven el problema global
operando en forma concurrente. Analizaremos aqu�� dos enfoques: (i) MDPs
paralelos (PMDPs), (ii) MDPs multi{seccionados (MS-MDPs).

MDPs paralelos

Los MDPs paralelos [35] consisten de un conjunto de MDPs, donde cada
uno ve un aspecto del mismo problema, obteniendo la pol��tica �optima desde
cierto punto de vista. Cada MDP tiene, en principio, el mismoespacio de
estados y acciones, pero diferente funci�on de recompensa.Esto asume que
la parte del problema que ve cada uno esrelativamenteindependiente de los
otros. Se tiene un �arbitro que coordina a los diferentes MDPs, recibiendo
sus posibles acciones con su valorQ, y seleccionando aquella acci�on que de el
mayor valor combinado (asumiendo una combinaci�on aditiva), que es la que
se ejecuta.

Formalmente un PMDP es un conjunto deK procesos,P1; P2; :::; Pk ,
donde cadaPi es un MDP. Todos los MDPs tienen el mismo conjunto de
estados, acciones y funciones de transici�on:S1 = S2 = ::: = Sk ; A1 = A2 =
::: = Ak ; � 1(a; s; s0) = � 2(a; s; s0) = ::: = � k(a; s; s0). Cada MDP tiene una
funci�on diferente de recompensa,R1; R2; :::; Rk . La recompensa total,RT,
es la suma de las recompensas individuales:RT = R1 + R2 + ::: + Rk .
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Figura 10.14: Ejemplo de un robot simulado en una rejilla. Elambiente
consiste de celdas que pueden ser libres (gris), obst�aculos (negro) o la meta
(blanco). El robot (R) puede moverse a cada una de las 4 celdasvecinas
como se muestra en la �gura.

Por ejemplo, consideremos un robot simulado en una rejilla (ver �gura 10.14).
El robot tienen que ir de su posici�on actual a la meta, y al mismo tiempo
evadir obst�aculos. De�nimos dos MDPs: (i) aNavegador, para ir a la meta, y
(ii) Evasor, para evadir los obst�aculos. Ambos tienen el mismo espacioesta-
dos (cada celda en la rejilla) y acciones (arriba, abajo, izquierda o derecha);
pero una recompensa diferente. ElNavegadorobtiene una recompensa pos-
itiva cuando llega a la meta, mientras que elEvasor tiene una recompensa
negativa cuando choca con un obst�aculo.

Si asumimos que las funciones de recompensa y valor son aditivas, en-
tonces la p�olitica �optima es aquella que maximize la suma de los valoresQ;
esto es:� �

I (s) = argmaxa
P

i 2 K Q�
i (s; a), donde Q�

i (s; a) es elQ �optimo que
se obtiene al resolver cada MDP individualmente. En base a esto podemos
de�nir el algoritmo 13 para resolver un PMDP.

Algoritmo 13 Soluci�on de un MDP paralelo.
Resolver cada MDP mediante cualquier m�etodo de soluci�on b�asico.
Obtener el valorQi �optimo por estado{acci�on:

Q�
i (s; a) = f r i (s; a) + 
 � s02 S�( a; s; s0)V �

i (s0)g
Calcular el valor �optimo global de Q: Q� (s; a) = � K

i =1 Q�
i (s; a)

Obtener la pol��tica �optima: � � (s) = argmaxaf � K
i =1 Q�

i (s; a)g

La �gura 10.15 muestra otro ejemplo de un PMDP en el mundo de rejillas,
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Figura 10.15: Funci�on de valor y pol��tica para una rejilla con la meta en
5; 5. Para cada celda libre se muestra el valor (como un tono de gris, m�as
claro indica mayor valor) y la acci�on �optima (
echa) obtenidas al resolver el
PMDP.

con dos agentes, unNavegadory un Evasor. En este caso la meta est�a en
la celda 5; 5 (abajo a la izquierda), y observamos que el PMDP obtiene la
soluci�on correcta, indicada por la 
echa en cada celda.

Los PMDPs no reducen directamente el espacio de estados y acciones,
pero facilitan la soluci�on de problemas complejos, al poder separar diferentes
aspectos del mismo; ya sea si se construye el modelo por un experto y luego
se resuleve, o mediante aprendizaje por refuerzo. Tambi�enayudan a la ab-
stracci�on de estados, lo que pudiera llevar a una reducci�on en el tama~no del
problema.

MDPs multi-seccionados

Otro enfoque relacionado, llamado MDPsmulti-seccionados[14], si considera
una reducci�on en el n�umero de estados y acciones. Se asume que se tiene
una tarea que se puede dividir en varias sub{tareas, de formaque cada una
implica diferentes acciones, y, en general, no hay con
ictoentre ellas. Por
ejemplo, en un robot de servicio que interactua con personas, se podr��a dividir
el problema en: (i) navegador, permite al robot desplazarsey localizarse en
el ambiente, (ii) interacci�on por voz, realiza la interacci�on mediante voz con
las personas, y (iii) interacci�on por ademanes, permite lainteracci�on gestual
entre el robot y los usuarios. Cada uno de estos aspectos considera una parte
del espacio de estados, y acciones diferentes; aunque todosse requiren para
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realizar la tarea, operan en cierta formaindependiente.
Un MS-MDP es un conjunto deN MDPs, que comparten el mismo espacio

de estados y recompensas (objetivo), pero tienen diferentes conjuntos de
acciones. Se asume que las acciones de cada MDP no tienencon
ictos con
los otros procesos, de forma que cada uno de los MDPs puede ejecutar sus
acciones (basadas en la pol��tica �optima) en forma concurrente con los dem�as.
Considerando una representaci�on factorizada del espaciode estados, cada
MDP s�olo necesita incluir las variables de estado que son relevantes para sus
acciones y recompensa, lo que puede resultar en una reducci�on considerable
del espacio de estados{acciones. Esto implica que cada MDP,Pi , s�olo tendr�a
un subconjunto de las variables de estado, que conforman su espacio de
estados local,Si . No se consideran expl��citamente los efectos de acciones
combinadas.

La soluci�on de un MS-MDP incluye dos fases. En la fase de dise~no, fuera
de l��nea, cada MDP se de�ne y se resuelve independientemente, obteniendo
la pol��tica �optima para cada sub{tarea. En la fase de ejecuci�on, en l��nea,
las pol��ticas de todos los MDPs se ejecutan concurrentemente, seleccionando
la acci�on de acuerdo al estado actual y a la pol��tica de cadauno. No hay
una coordinaci�on expl��cta entre los MDPs, �esta se realiza impl��citamente
mediante el vector de estados com�un (puede haber algunas variables de estado
que est�en en el espacio de dos o m�as de los MDPs).

Como mencionamos anteriormente, se asume que no hay con
ictos entre
acciones; donde un con
icto es alguna restricci�on que no permite la ejecuci�on
de dos acciones en forma simult�anea. Por ejemplo, para el caso del robot de
servicio, si el robot tiene una sola c�amara que utiliza paranavegar y reconocer
personas, podr��a haber con
icto si al mismo tiempo se quieren hacer las dos
cosas. Actualmente el MS-MDP da prioridades a las sub{tareas, de forma
que en caso de con
icto se ejecut�a solamente la acci�on del MDP de mayor
prioridad. En general, el problema de que hacer en caso de con
ictos sigue
abierto, si se considera encontrar la soluci�on �optima desde un punto de vista
global. En la secci�on 10.7 se ilustra la aplicaci�on de MS-MDPs para coordinar
las acciones de un robot mensajero.

10.7 Aplicaciones

Para ilustrar la aplicaci�on pr�actica de MDPs y aprendizaje por refuerzo, en
esta secci�on describimos tres aplicaciones, que ejempli�can diferentes t�ecnicas
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que hemos analizado en este cap��tulo:

� Aprendiendo a volar. Mediante una representaci�on relacional y apren-
dizaje por refuerzo se logra controlar un avi�on.

� Control de una planta el�ectrica. Se utiliza una representaci�on cuali-
tativa de un MDP para controlar un proceso complejo dentro deuna
planta el�ectrica.

� Homer: el robot mensajero. A trav�es de MDPs multi-seccionados se
coordina un robot de servicio para que lleve mensajes entre personas.

10.7.1 Aprendiendo a Volar

Supongamos que queremos aprender a controlar un avi�on de unsimulador
de alta �delidad. Esta tarea la podemos formular como un problema de
aprendizaje por refuerzo, donde queremos aprender cu�al esla mejor acci�on a
realizar en cada estado para lograr la m�axima recompensa acumulada re
e-
jando un vuelo exitoso. Sin embargo, este dominio tiene t��picamente entre 20
y 30 variables, la mayor��a continuas que describen el movimiento del avi�on
en un espacio tridimensional potencialmente \in�nito".

Para esta aplicaci�on se uso un modelo de alta �delidad de un avi�on ac-
rob�atico Pilatus PC-9. El PC-9 es un avi�on extremadamenter�apido y ma-
niobrable que se usa para el entrenamiento de pilotos. El modelo fu�e pro-
porcionado por la DSTO (Australian Defense Science and Technology Orga-
nization) y constru��do usando datos de un tunel de viendo y del desempe~no
del avi�on en vuelo.

En el avi�on se pueden controlar los alerones, elevadores, impulso, los
aps
y el tren de aterrizaje. En este trabajo solo se considera como controlar los
alerones y elevadores con lo cual se puede volar el avi�on en vuelo y que son
las dos partes m�as dif��ciles de aprender. Se asume en los experimentos que
se tiene un impulso constante, los
aps planos, el tren de aterrizaje retra��do
y que el avi�on est�a en vuelo. Se a~nade turbulencia duranteel proceso de
aprendizaje como un cambio aleatorio en los componentes de velocidad del
avi�on con un desplazamiento m�aximo de 10 pies/seg. en la posici�on vertical
y 5 pies/seg. en la direcci�on horizontal.

La salida del simulador incluye informaci�on de la posici�on, velocidad,
orientaci�on, los cambios en orientaci�on e inclinaci�on vertical y horizontal, y
la posici�on de objetos, tales como edi�cios, que aparecen en el campo visual.
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Una misi�on de vuelo se especi�ca como una secuencia de puntos por lo que
el avi�on debe pasar con una tolerancia de� 50 pies, osea que el avi�on debe
de pasar por una ventana de 100 x 100 pies2 centrada alrededor del punto.

Este problema es dif��cil para aprendizaje por refuerzo, inclusive con una
discretizaci�on burda de los par�ametros1. Adem�as, si se logra aprender una
pol��tica, �esta solo sirve para cumplir una misi�on particular y se tendr��a que
aprender una nueva pol��tica por cada misi�on nueva. Lo que nos gustar��a
es aprender una sola pol��tica que se pueda usar para cualquier misi�on bajo
condiciones de turbulencia. Para esto, usamos una representaci�on relacional
para representar la posici�on relativa del avi�on con otrosobjetos y con la
meta.

Decidimos dividir el problema en dos: (i) movimientos para controlar la
inclinaci�on vertical o elevaci�on y (ii) movimientos paracontrolar la inclinaci�on
horizontal y direcci�on del avi�on. Para el control de la elevaci�on, los estados
se caracterizaron con predicados que determinan la distancia y elevaci�on a
la meta. Para el control de los alerones, adem�as de la distancia a la meta se
usaron predicados para determinar la orientaci�on a la meta, la inclinaci�on del
avi�on y la tendencia seguida por el avi�on en su inclinaci�on. Las acciones se
pueden aprender directamente de trazas de pilotos usando loque se conoce
comobehavioural cloningo clonaci�on.

La clonaci�on aprende reglas de control a partir de trazas deexpertos
humanos, e.g., [33, 22, 6]. Se sigue un esquema relativamente simple: De la
informaci�on de una traza de vuelo, por cada estado se evaluan los predicados
que aplican y se obtiene la acci�on realizada. Si la acci�on de control es una
instancia de una acci�on anterior, no se hace nada, de otro forma se crea
una nueva acci�on con una conjunci�on de los predicados que se cumplieron
en el estado. Este esquema tambi�en puede usarse en forma incremental,
incorporando nuevas acciones en cualquier momento (ver tambi�en [23] para
una propuesta similar en ajedrez).

En total se aprendieron 407 acciones, 359 para aler�on (de untotal de
1,125 posibles) y 48 para elevaci�on (de un total de 75 posibles) despu�es de
cinco trazas de vuelo realizadas por un usuario y de 20 trazasseguidas en un
esquema de exploraci�on para visitar situaciones no vistasen las trazas origi-
nales. Con esto solo se aprenden un subconjunto de las acciones potenciales

1Por ejemplo, considerando un espacio bastante peque~no de 10 km2 con 250m. de altura.
Una discretizaci�on burda de 500� 500� 50 m. con 5 posibles valores para la orientaci�on e
inclinaciones verticales y horizontales, y 5 posibles acciones por estado, nos da 1,250,000
pares estado-acci�on.
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Figura 10.16: Traza de un humano y seguida por la pol��tica aprendida con
aprendizaje por refuerzo y clonaci�on en la misi�on de ocho metas y con el
m�aximo nivel de turbulencia.

(una tercera parte) lo cual simpli�ca el proceso de aprendizaje por refuerzo
con un promedio de 1.6 acciones por cada estado de aler�on y 3.2 por estado
de elevaci�on.

Una vez que se inducen las acciones se usa rQ-learning para aprender una
pol��tica que permita volar el avi�on. En todos los experimentos los valores Q
se inicializaron a -1,� = 0:1; 
 = 0:9; � = 0:1, y � = 0:9 (dado que usamos
trazas de elegibilidad). Los experimentos se hicieron con ocho metas en un
recorrido como se muestra en la �gura 10.16. Si la distancia del avi�on se
incrementa con respecto a la meta actual durante 20 pasos de tiempo, se
asume que se paso de la meta y se le asigna la siguiente meta.

La pol��tica aprendida despu�es de 1,500 vuelos es capaz de volar la misi�on
completa en forma exitosa. Se prob�o su robustez bajo diferentes condiciones
de turbulencia. La �gura 10.16 muestra una traza de un humanoen esta
misi�on y la traza seguida por la pol��tica aprendida. La pol��tica aprendida se
prob�o en otra misi�on de cuatro metas. La intenci�on era probar maniobras no
vistas antes. La nueva misi�on incluy�o: una vuelta a la derecha2, una vuelta
cerrada a la izquierda subiendo no vista antes, otra vuelta r�apida a la derecha
y una vuelta cerrada de bajada a la derecha.

La �gura 10.17 muestra una traza de un humano y de la pol��ticaapren-
dida, en una nueva misi�on con un valor m�aximo de turbulencia. Claramente,
la pol��tica aprendida puede volar en forma razonable una misi�on completa-
mente nueva.

2La misi�on de entrenamiento tiene solo vueltas a la izquierda.
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Figura 10.17: Traza de vuelo de un humano y de la pol��tica aprendida de la
primera misi�on en una nueva misi�on de cuatro metas.

10.7.2 Control de una Planta El�ectrica

Una planta de generaci�on de energ��a el�ectrica de ciclo combinado calienta
vapor de agua que alimenta una turbina de gas y luego recuperaparte de esa
energ��a para alimentar a una turbina de vapor y generar m�aselectricidad.
Un generador de vapor, usando un sistema de recuperaci�on decalor, es una
proceso capaz de recuperar la energ��a sobrante de los gasesde una turbina de
gas, y usarlos para generar vapor. Sus componentes principales son: el domo,
la pared de agua, la bomba de recirculaci�on y los quemadores. Por otro lado,
los elementos de control asociados a la operaci�on son: la v�alvula de agua
de alimentaci�on, la v�alvula de combustible de los quemadores, la v�alvula
de vapor principal, la v�alvula de paso y la v�alvula de gas. Un diagrama
simpli�cado de una planta el�ectrica se muestra en la �gura 10.18.

Durante la operaci�on normal de la planta, el sistema de control regula el
nivel de vapor del domo. Sin embargo, cuando existe un rechazo de carga
parcial o total, los sistemas de control tradicionales no son capaces de es-
tabilizar el nivel del domo. En este caso, se crea un incremento en el nivel
de agua debido al fuerte desplazamiento de agua en el domo. Elsistema de
control reacciona cerrando la v�alvula de alimentaci�on deagua. Algo parecido
sucede cuando existe una alta demanda repentina de vapor. Bajo estas cir-
custancias, la intervenci�on de un operador humano es necesaria para ayudar
al sistema de control a tomar las acciones adecuadas para salir del transitorio.
Una soluci�on pr�actica es usar recomendaciones de un asistente de operador
inteligente que le diga las mejores acciones a tomar para corregir el problema.
Para esto se modelo el problema como un MDP [31].

El conjunto de estados en el MDP se obtiene directamente de las variables
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Figura 10.18: Diagrama de una planta de energ��a el�ectricade ciclo combi-
nado.

de operaci�on del generador de vapor: el 
ujo de agua de alimentaci�on (Ffw),
el 
ujo principal de vapor (Fms), la presi�on del domo (Pd) y la generaci�on de
potencia (g), como las variables a controlar y un disturbio (d) como evento
ex�ogeno. Inicialmente se considera el \rechazo de carga" como el disturbio.
Los valores de estas variables representan el espacio de losposibles estados
del sistema.

Para la operaci�on �optima de la planta, existen ciertas relaciones entre las
variables que se deben de cumplir, especi�cadas por la curvade operaci�on
recomendada. Por ejemplo, la curva deseada para la presi�ondel domo y el

ujo principal de vapor se muestra en la �gura 10.19.

La funci�on de recompensa para el MDP se basa en la curva de operaci�on
�optima. Los estados en la curva reciben refuerzo positivo yel resto de los
estados un refuerzo negativo. El objetivo entonces del MDP es encontrar
la pol��tica �optima para llevar a la planta a un estado dentro de la curva de
operaci�on deseada.

El conjunto de acciones se basa en abrir y cerrar las v�alvulas de agua de
alimentaci�on (fwv) y de vapor principal (msv). Se asume queestas v�alvulas
regulan el 
ujo de agua de alimentaci�on y el 
ujo principal de vapor.

Para resolver este problema se utiliz�o la representaci�oncualitativa de
MDPs [32] descrita en la secci�on 10.5.3. Para esto se aprendi�o un MDP
cualitativo a partir de datos generados en el simulador. Primeramente, se
generaron datos simulados con informaci�on de las variables de estado y re-
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Figura 10.19: Curva de operaci�on deseada para una planta deciclo combi-
nado. La curva establece las relaciones�optimas de operaci�on entre la presi�on
del domo y el 
ujo de vapor.

compensas de acuerdo a las curvas de operaci�on �optima de laplanta. A partir
de estos datos se aprendi�o un �arbol de decisi�on para predecir el valor de re-
compensa en t�erminos de las variables de estado usando la implementaci�on
de C4.5 [30] de Weka [40]. El �arbol de decisi�on se transform�o en �arbol cuali-
tativo en donde cada hoja del �arbol es asociada a un valor cualitativo. Cada
rama del �arbol representa un estado cualitativo. Los datosiniciales se expre-
san en t�erminos de los rangos encontrados en el �arbol para estas variables, y
el resto de las variables que no est�an incluidas en el �arbolse discretizan. Los
datos se ordenan para representar transiciones de valores entre un tiempo t y
un siguiente tiempot +1. A partir de estos datos secuenciales se aprende una
red bayesiana din�amica de dos etapas por cada acci�on del problema, en esta
caso abrir y cerrar v�alvulas, usando el algoritmo de aprendizaje bayesiano
K2 [9] implentado en Elvira [17].

La �gura 10.20 muestra la red bayesiana din�amica que representa el mo-
delo de transici�on para las acciones de abrir y cerrar la v�alvula de agua de
alimentaci�on. Las l��neas s�olidas representan relaciones entre nodos relevantes
y las l��neas punteadas representan aquellos nodos que no tienen efecto du-
rante la misma acci�on.

Al transformar el espacio continuo inicial a una representaci�on de alto
nivel, el problema puede ser resuelto usando t�ecnicas estandar de soluci�on
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Figura 10.20: Red bayesiana din�amica que representa la funci�on de transici�on
para las acciones abrir o cerrar la v�alvula de de agua de alimentaci�on.

de MDPs, tales como iteraci�on de valor, para obtener la pol��tica �optima.
La �gura 10.21 muestra una partici�on de estados autom�atica y la pol��tica
encontrada para una versi�on simpli�cada del problema con 5acciones y 5
variables. Esta pol��tica fu�e validada por un experto humano, encontrandose
satisfactoria. Se est�an realizando pruebas con un simulador para validarla
experimentalmente.

10.7.3 Homer: El robot mensajero

Homer [15], ver �gura 10.22, es un robot m�ovil basado en la plataforma Real
World Interface B-14 que tiene un s�olo sensor: una c�amara est�ereo (Point
Grey Research BumblebeeT M ).

El objetivo de Homer es llevar mensajes entre personas en un ambiente de
interiores, por ejemplo entre o�cinas en una empresa. Para ello cuenta con
un mapa previo del ambiente, mediante el cual puede localizarse y planear
su ruta; adem�as de que sabe en que lugar se encuentra, normalmente, cada
persona. Tiene la capacidad de interactuar con las personasmediante s��ntesis
y reconocimiento de voz, interpretando comandos sencillosy guardando los
mensajes que se desean enviar. Cuenta con unacara simulada, que le per-
mite expresar diferentes \emociones" (alegr��a, tristeza, enojo y neutro), ver
�gura 10.22(b), para comunicarse con las personas.

El software de Homer est�a basado en una arquitectura de capas mediante
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Figura 10.21: Partici�on cualitativa del espacio de estados, proyect�andolo a
las dos variables que tienen que ver con la recompensa. Para cada estado
cualitativo, q1 a q10 se indica la acci�on �optima obtenida al resolver el MDP
cualitativo.

(a) (b)

Figura 10.22: (a) Homer, el robot mensajero interactuando con una persona.
(b) Un acercamiento de lacabezade Homer.
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comportamientos, de forma que cada una de las capacidades deHomer est�a
contenida en un m�odulo. Los m�odulos o comportamientos de Homer incluyen:
navegaci�on, [25], localizaci�on, [25, 34], detecci�on decaras, [16], generaci�on de
expresiones faciales, planeaci�on, [13], reconocimientode voz, [16], detecci�on
de voz, y monitor de recursos. Mediante la combinaci�on de estos compor-
tamientos Homer realiza la tarea de entrega de mensajes.

Para coordinar los m�odulos se plantea el uso de un MDP, teniendo como
objetivo el recibir y entregar mensajes, de forma que Homer reciba recom-
pensas positivas. De esta forma al resolver el MDP, se obtienen las acciones
que debe realizar Homer en cada momento (en funci�on del estado) para llegar
al objetivo. Pero al considerar todos los posibles estados yacciones en este
problema, el espacio crece a aproximadamente 10; 000; 000 estados{acciones,
por lo que se vuelve imposible resolverlo como un s�olo MDP. Para esto, se
utiliza el enfoque de MDPs multi{seccionados [14], dividiendo la tarea en un
conjunto de sub{tareas que puedan ser resueltas en forma independiente, y
ejecutadas concurrentemente. Utilizando MS-MDPs, el MDP m�as complejo
tiene 30; 000 estados{acciones.

La tarea de entrega de mensajes se puede dividir en 3 sub{tareas, cada
una controlada por un MDP. El N avegador controla la navegaci�on y local-
izaci�on del robot. El manejador deD i�alogos controla la interacci�on con las
personas mediante voz. ElGenerador de gestos controla las expresiones real-
izadas mediante la cara animada para la interacci�on con laspersonas. Cada
MDP considera s�olo las variables relevantes para la sub{tarea dentro del es-
pacio de estados de Homer, y controla varios de los m�odulos mediante sus
acciones. El estado completo consiste de 13 variables que semuestran en la
tabla 10.1. Para cada variable se indica cual(es) de los MDPsla consideran.
En la tabla 10.2 se listan las accions de cada MDP, y los m�odulos que las
implementan.

Los 3 MDPs se resolvieron utilizando el sistema SPUDD (ver secci�on 10.5),
generandose la pol��tica �optima para cada uno. Para coordinar la tarea se
ejecutan concurrentemente las 3 pol��ticas mediante un manejador, que sim-
plemente lee las variables de estado, y selecciona la acci�on �optima para cada
sub{tarea de acuerdo a la pol��tica. Durante la ejecuci�on de las acciones se
evitan con
ictos potenciales, simplemente dando prioridad al navegador.

Homer fue evaluado experimentalmente realizando tareas derecepci�on y
entrega de mensajes entre varias personas en el Laboratoriode Inteligencia
Computacional en la Universidad de la Columbia Brit�anica en Canad�a [14].
Homer logr�o realizar exitosamente la tarea en varias ocaciones. La tabla 10.3
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Variable MDP
Tiene mensaje N,D,G
Nombre receptor N,D,G
Nombre del que env��a N,D,G
En la meta N,D,G
Tiene meta N
Meta inalcanzable N
Receptor inalcanzable N
Bater��a baja N
Localizaci�on incierta N
Voz escuchada (speech)D,G
Persona cerca D,G
Llamaron a Homer D,G
Yes/No D,G

Tabla 10.1: Variables de estado para Homer. Para cada una se indican los
MDPs que la incluye.

MDP acciones m�odulos
Navegador explorar navegaci�on

navegar navegaci�on
localizarse localizaci�on
obten nueva meta location generator
va a casa navegaci�on
espera navegaci�on

Di�alogo pregunta s��ntesis de voz
con�rma s��ntesis de voz
entrega mensaje s��ntesis de voz

Gestos neutral generaci�on de gestos
feliz generaci�on de gestos
triste generaci�on de gestos
enojado generaci�on de gestos

Tabla 10.2: Los MDPs que coordinan a Homer, y sus acciones. Para cada
acci�on se indica el m�odulo que la implementa.
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ilustra varias etapas durante la ejecuci�on de la tarea de recepci�on y entrega
de un mensaje.
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Tabla 10.3: Ejemplo de una corrida para entregar un mensaje.Para cada estapa se muestra: (i) una imagen
representativa, (ii) variables signi�cativas, (iii) acciones que toma cada MDP (N avegador,D i�alogo, Gestos),
y una breve descripci�on.

imagen variables cambiadas acciones descripci�on

Persona cerca = true
Voz escuchada = true

N : -
D : pregunta
G: feliz

Se acerca persona. HOMER
inicia conversaci�on preguntan-
dole su nombre y sonriendo.

tiene mensaje = true
Tiene meta = true
Voz escuchada = false
Nombre env��a = 4
Nombre Receptor = 1

N : navega
D : -
G: neutral

HOMER recive mensaje y des-
tinatario y obtiene el destino de
su m�odulo de plani�caci�on. El
navegador empieza a moverlo
hacia el destino.

Persona cerca=false
Loc. incierta = true

N : localizarse
D : -
G: -

Durante la navegaci�on, la
posici�on de HOMER se volvi�o
incierta. El MDP se nave-
gaci�on se localiza. Los estados
de los otros dos MDPs no se
ven afectados.

en destino=true
Voz escuchada=true
yes/no=yes

N : espera
D : entrega

mensaje
G: feliz

HOMER llego a su destino, de-
tect�o una persona y con�rm�o
que era el receptor (a trav�es
de yes/no). Entrega mensaje y
sonrie.

tiene mensaje = false
En la meta=false
Bater��a baja=true

N : ve a casa
D : -
G: -

Las bater��as de HOMER se de-
tectan bajas, el MDP naveg-
ador regresa a HOMER a casa.
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10.8 Conclusiones

Un MDP modela un problema de decisi�on sequencial en donde elsistema
evoluciona en el tiempo y es controlado por un agente. La din�amica del
sistema est�a determinada por una funci�on de transici�on de probabilidad que
mapea estados y acciones a otros estados. El problema fundamental en MDPs
es encontrar una pol��tica �optima; es decir, aquella que maximiza la recom-
pensa que espera recibir el agente a largo plazo. La popularidad de los MDPs
radica en su capacidad de poder decidir cual es la mejor acci�on a realizar en
cada estado para lograr cierta meta, en condiciones inciertas.

En este cap��tulo hemos revisado los conceptos b�asicos de los procesos de
decisi�on de Markov y descrito las principales t�ecnicas desoluci�on. Existen
diferentes t�ecnicas para solucionar MDPs dependiendo de si se conoce un mo-
delo del ambiente o no se conoce. Independientemente de esto, la obtenci�on
de una soluci�on en tiempo razonable se ve fuertemente afectada por el tama~no
del espacio de estados y acciones posibles. Para esto se han planteado prop-
uestas como factorizaciones, abstracciones y descomposiciones del problema,
que buscan escalar las t�ecnicas de soluci�on a problemas m�as complejos. Estos
avances han servido para controlar elevadores, jugarbackgammon, controlar
aviones y helic�opteros, controlar plantas de generaci�onde electricidad, servir
como plani�cadores para robots, seleccionar portafolios �nancieros, y control
de inventarios, entre otros.

El �area de MDPs ha mostrado un fuerte desarrollo en los �ultimos a~nos y
se espera que se siga trabajando en extensiones; en particular en c�omo combi-
nar varias soluciones de MDPs diferentes un una soluci�on global, en como re-
utilizar las soluciones obtenidas otros problemas similares, y en aplicaciones
a dominios m�as complejos. Adicionalmente, se est�an desarrollando t�ecnicas
aproximadas para resolver POMDPs, en los cuales existe incertidumbre re-
specto al estado, por lo que se vuelven mucho m�as complejos.
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