Propiedades de los Lenguajes Libres de
Contexto

INAOCE

1/47



Contenido

@ Forma Normal de Chomsky

® Eliminando Producciones-¢

® Eliminando Producciones Unitarias
@ Forma Normal de Chomsky, CNF
@ Pumping Lemma para CFL

@ Propiedades de Cerradura de los CFLs

2/47



Forma Normal de Chomsky (CNF)

Forma Normal
de Chomsky

Queremos mostrar que todo CFL (sin €) se genera por una
CFG donde todas las producciones son de la forma:
A—BCoA— a

Donde A, B, y C son variables, y a es un simbolo terminal. A
esto se le conoce como CNF, y para llegar a ella debemos:

© Eliminar simbolos no-utiles, aquellos que no aparecen
en ninguna derivacion S = w, para el simbolo de inicio
Sy la cadena de simbolos terminales w.

® Eliminar las producciones-¢, es decir, producciones de
la forma A — e.

@® Eliminar producciones unitarias, es decir, producciones
de la forma A — B, donde Ay B son variables.
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Forma Normal
de Chomsky

(INAOE)

Eliminando simbolos no-utiles

Un simbolo X es dtil para una gramatica
G=(V,T,P,S), si hay una derivacion:

S = aXB =g w para una cadena terminal w. A los
simbolos que no son Utiles se les denomina indtiles.
Un simbolo X es generadorsi X = w, para alguna
we T".

Un simbolo X es alcanzable si S = g aX$3, para algun
a,f C(VUT)*.

Un simbolo util es generador y alcanzable.

Cabe notar que si eliminamos a los simbolos
no-generadores primero, y luego a los no-alcanzables,
nos quedamos Unicamente con simbolos Utiles.
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Forma Normal
de Chomsky

(INAOE)

Ejemplo

Sea G: S — ABla,A—b.

Sy A son generadores, B no lo es. Si eliminamos B
tenemos que eliminar S — AB, dejando la gramatica
S — a,A — b. Ahora sélo S es alcanzable.

Eliminando Ay b nos deja con S — a. Con el lenguaje
{a}.

El orden importa, de otra manera (para este ejemplo),
si eliminamos primero los simbolos no-alcanzables, nos
damos cuenta de que todos los simbolos son
alcanzables.

A partirde: S — AB|a, A — b. Si eliminamos los
inalcanzables y después a B como no-generador, nos
quedamos con S — a, A — b, que todavia contiene
simbolos indtiles.
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Teorema

Forma Normal
de Chomsky

Sea G=(V,T,P,S)unaCFG tal que L(G) # 0. Sea
Gy = (W4, Ty, Py, S) la gramatica obtenida:

@ Eliminando todos los simbolos no-generadores y las
producciones en las que ocurren. Sea la nueva
gramatica Go = (Vo, T, P2, S).

® Eliminando de G, todos los simbolos no-alcanzables y
las producciones en que ocurren.

Gy no tiene simbolos indtiles, y L(G1) = L(G).
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Forma Normal
de Chomsky

Calculo de Simbolos Generadores y
Alcanzables

e Necesitamos algoritmos para calcular los simbolos
generadores y alcanzablesde G= (V, T, P, S).
e Los simbolos generadores g(G) se calculan con el
siguiente algoritmo de cerradura:
@ Base: Todo simbolo de T es generador, se genera a si
mismo.
@® Induccion: Suponemos que tenemos la produccion
A — «, y cada simbolo de a es generador. Entonces A
es generador (esto incluye a = ¢, las reglas que tienen
a e en el cuerpo son generadoras).

7147
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Ejemplo

Forma Normal
de Chomsky

e SeaG: S— ABla,A— b
e Entonces, primero g(G) = {a, b}.

e Como S — aponemos a S en g(G), y porque A— b
anadimos también a A, y eso es todo, el conjunto de
simbolos generadores es {a, b, A, S}.
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Teorema

Forma Normal
de Chomsky

e El algoritmo anterior encuentra todos y soélo los
simbolos generadores de G.

e El conjunto de simbolos alcanzables r(G) de
G=(V,T,P,S) se calcula con el siguiente algoritmo
de cerradura:

@ Base: r(G) = {S}, S es alcanzable.

@® /nduccién: Silavariable Ac r(G)yA— a € P
entonces se afiaden todos los simbolos de « a r(G).
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Ejemplo

Forma Normal
de Chomsky

SeaG:S— ABla,A— b

Entonces, primero r(G) = {S}.

Con base en la primera produccion anadimos {A, B, a}
ar(QG).

Con base en la segunda produccion afiadimos {b} a
r(G) y eso es todo.

Teorema: El algoritmo anterior encuentra todos y solo los
simbolos alcanzables de G.
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Eliminando Producciones-c

Eliminando e Aunque las producciones e son convenientes, no son
Producciones-

e esenciales. Si L es CF, entonces L — {¢} tiene una CFG
sin producciones e.

e La estrategia consiste en descubrir cuéles variables
son nulificables.

« Se dice que la variable A es nulificable si A = e.

e Sea A nulificable, entonces en todas las producciones
en donde A aparece en el cuerpo, digamos B — CAD,
creamos dos versiones de la produccién, una sin
A, B — CDy otracon A, B — CAD. Si utilizamos la
produccion con A no permitimos que A derive a .
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Algortimo

Eliminando
Producciones-
€

e El siguiente algoritmo calcula n(G), el conjunto de
simbolos nulificables de una gramatica G= (V, T, P, S)
como sigue:

@ Base:n(G)={A:A—c€c P}

® Induccioén: Si {Cy,C,...,Ck} C n(G)y
A— Cy,Cs,...,Ck € P,entonces n(G) = n(G) U {A}.

® Nota, cada C; debe ser una variable para ser nulificable,
entonces se consideran solo las producciones con
cuerpos conformados de variables.
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Teorema

Eliminando

Producciones- e En cualquier gramatica G, los Unicos simbolos

€

nulificables son las variables encontradas por el
algoritmo anterior.

e Una vez que conocemos los simbolos nulificables,
podemos transformar G en Gy como sigue:

@ Paracada A — XiXo...Xx € Pcon m < k simbolos
nulificables, reemplazar por 2™ reglas, una con cada
sub-lista de los simbolos nulificables ausentes.

@® Excepcion: Si m = k no anadimos la regla donde
borramos todos los m simbolos nulificables.

® Borrar todas las reglas de la forma A — .
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Eliminando
Producciones-
€

(INAOE)

Ejemplo

Considere la siguiente gramatica:
S — AB

A — aAAle

B — bBB|e

Ay B son nulificables porque tienen a ¢ en el cuerpo de
una de sus producciones.

S también es nulificable, porque S — AB tiene puros
simbolos nulificables.

Ahora para construir las nuevas producciones sin e,
consideremos la primera: S — AB.

De aqui construimos las producciones con y sin los
simbolos nulificables (y sin eliminar todas):
S — AB|A|B.
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Ejemplo (cont.)

Eliminando

FEEMEE RS e Para A — aAA, hacemos algo parecido y nos queda:

€

A — aAAl|aAlaA|a, que como hay dos iguales podemos
elimiar una.

e Finalmente para B es parecido, por lo que la gramatica
final queda como:
S — AB|A|B
A — aAAlaAla
B — bBB|bB|b

e La gramatica anterior no cambia el lenguaje, excepto
que € ya no esta presente.
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Teorema

Eliminando
Producciones-
€

e Sila gramatica Gy se construye a partir de G con la
construccién anterior para eliminar producciones e,
entonces L(Gy) = L(G) — {¢}.
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Eliminando Producciones Unitarias

A — B es una produccion unitaria, cuando Ay B son
variables. Las producciones unitarias se pueden
eliminar.

e Veamos la gramatica:

Eliminando

Producciones | — a|b|/a“b“0|/1

Unitarias

F— I|(E)
T—F|TxF
E—-TIE+T
tiene las producciones unitarias E — T, T — F,y
F—1

e Podemos expandir T en la produccion E — Ty
obtener: E — F|T x F.

e Expandiendo E — F nos da: E — I|(E).

e Finalmente expandemos E — |y obtenemos:
E — alb|la|Ib|IO|1|(E)|T «x FIE+ T
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Eliminando Producciones Unitarias

Eiminando  El método de expansidn trabaja siempre y cuando no

Unitarias haya ciclos en las reglas, por ejemplo en:
A—BB—C,C— A

e Para calcular u(G), el conjunto de todos los pares
unitarios de G = (V, T, P, S) utilizamos el siguiente
algoritmo de cerradura.
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Algoritmo

e Base: (A, A) es un par unitario para cualquier variable

Eliminando

Producciones A. Estoes, A :*> A en cero pasos.

Unitarias

u(G)={(A/A):Ac V}.
e Induccion: Suponemos que (A, B) € u(G) y que
B — C € P donde C es una variable. Entonces
anadimos (A, C) a u(G).
Teorema: El algoritmo anterior encuentra todos y solo los
pares unitarios de una CFG G.
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Algoritmo

Para eliminar producciones unitarias, procedemos de la
N siguiente manera. Dada G = (V, T, P, S), podemos
Sipobe  construir G; = (V, T, Py, S):

Unitarias

@ Encontrando todos los pares unitarios de G.

@® Para cada par unitario (A, B), anadimos a P; todas las
producciones A — «, donde B — « es una produccion
no unitaria en P.

©® Note que es posible tener A = B; de esta manera, P;
contiene todas las producciones unitarias en P.

OP={A-sa:a¢V,B—acP,(AB)culG)}
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Ejemplo

A partir de la gramatica:

Eliminando e | — a|bllallb|lO| N
Unitarias e F o [|(E)

o T = F|TxF

e ESTIE4+T

Creamos un nuevo conjunto de producciones usando el
primer elemento del par como cabeza y todos los cuerpos
no unitarios del segundo elemento del par como cuerpos de
las producciones:
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Eliminando

Producciones
Unitarias

Ejemplo (cont.)

Par Produccion

(ELE) E—-E+T

(E,T) E—TxF

(E,F) E — (E)

(E,I) E — alb|lallb]io|/
(T, T) T—TxF

(T,F) T—(E)

(T, T — alb|la|lb|l0|
(F,F) F—(E)

(F,)) F — alb|la|lb|I0|I
) | — alb|la|lb|10|/1

(INAOE)
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Ejemplo (cont.)

Eliminando . e . . . sy
eree  Eliminamos las producciones unitarias. La gramatica

Unitarias

resultante es equivalente a la original.
E — E+ T|T xF|(E)|a|b|la|lb|I0|
T — T« F|(E)|a|bllallb] 0|1

F — (E)|alb|la|lb|I0| /1

I — alb|la|lb|I0O|1

(INAOE) 23/47



Resumen

iminand e -
SebeM  Para “limpiar’ una gramatica podemos:

Unitarias

@ Eliminar producciones-e¢
@® Eliminar producciones unitarias
® Eliminar simbolos inutiles

en este orden.
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Forma Normal de Chomsky, CNF

e Ahora se mostrara que cada CFL no vacio sin € tiene
una gramatica G sin simbolos indtiles, de tal manera
que cada produccion tenga la forma: A — BC, donde

I {A,B,C} CT,0A— a,donde Ac V,yacT.

de Chomsky,

CNF e Para lograr esto, iniciamos con alguna gramatica para
el CFL, y:
@ “Limpiamos la gramatica”.
@® Hacemos que todos los cuerpos de longitud 2 0 mas
consistan solo de variables.
® Dividimos los cuerpos de longitud 3 0 méas en una
cascada de producciones con cuerpos de dos variables.
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Forma Normal de Chomsky, CNF

e Para el paso 2, por cada terminal a que aparece en un
cuerpo de longitud > 2, creamos una nueva variable, A,
y reemplazamos a a por A en todos los cuerpos.
Después anadimos una nueva regla A — a.

Forma Normal

de Chomaky, e Para el paso 3, por cada regla de la forma
CNF

A— B{B>...Byg, k > 3, intfroducimos variables nuevas
Cq, Co, ... Ck_o, y reemplazamos la regla con:

A— B1 C1

C1 — BQCQ

Ck—3 — Bx—2Ck_2
Ck—2 — Bk_1Bk
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Ejemplo

Iniciamos con la gramatica (el paso 1 ya esta hecho):
e E— E+T|TxF|(E)|alb|la|lb|IO]| /1
o T — TxE|(E)|alb|la|lb|IO|N

Forma Normal

b Grom e F — (E)|alb|la|lb| /0|1

CNF

e | — a|bllallb|lO| N
Para el paso 2, introducimos nuevas variables y nos quedan
las siguientes reglas:
A—aB—bZ2—00—1
P—+M-—xL—(R—)
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Ejemplo (cont.)

y al reemplazar obtenemos la gramatica:
E — EPT|TMF|LER|a|b|IA|IB|IZ|IO
Forma Normal T — TPE|LEL|a|b|lA|IB|IZ|IO

CNF F — LER|a|b|lIA|IB|IZ|IO

I — a|b|lA|IB|I1Z]1O0
A—aB—bZ2—00—1
P—+M-—xL—(R—)
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Ejemplo (cont.)

Para el paso 3, reemplazamos:
e E— EPT por E — ECy,Cy — PT
E — TMF, T — TMF por
E— TCQ, T— TCQ7 Cg — MF
E— LER, T — LER,F — LER por
E— LC3, T — LCS,F—) LCS, C3 — ER

Forma Normal
de Chomsky,

CNF
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Ejemplo (cont.)

La gramatica CNF final es:

e E — ECy|TCy|LCsla|bllA|IB|I1Z]IO
T — TC,|LCs|a|b|IA|IB|IZ|1O
F — LCs|alb|IA|IB|I1Z]1O
I — a|b|lA|IB|1Z|1O0
Ci — PT,Co - MF,C3 — ER
A—aB—bZ—-00—1
P—+ M-—xL—(,R—)

Forma Normal
de Chomsky,

CNF

(INAOE)
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Ejemplo

e Encuentre una gramatica equivalente para:
S — AB|CA
A—a

B — BC|AB

Forma Normal C — aB|b
de Chomsky,

CNF sin simbolos inttiles

e Con la gramatica:
S — ASB|e
A — aAS|a
B — SbS|A|bb
Eliminar: (a) producciones ¢, (b) producciones unitarias,
(c) simbolos inutiles, y (d) ponerla en CNF
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Forma Normal
de Chomsky,
CNF

Solucion al 1

e Ay C son generadoras por que tienen producciones

(INAOE)

con terminales. Como S tienen una produccion con
puros generadores (CA), entonces también es
generador. B no es generador, por lo que si lo
eliminamos y todas las producciones donde aparece y
nos quedamos solo con los alcanzables, la gramatica
queda:

S—CA

A—a

C—b
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Solucion al 2

e Solo S es nulificable, por lo que tenemos que ponerla 'y
quitarla en cada lugar donde ocurre:
S — ASB|AB
A — aAS|aAla

Forma Normal B — SbS|Sb|bS|b|A|bb

de Chomsky,

CNF e La Unica produccion unitaria es: B — A por lo que la
reemplazamos directamente:
S — ASB|AB
A — aAS|aA|a
B — SbS|Sb|bS|b|aAS|aA|a|bb

e Ay B generan simbolos terminales, y por lo tanto
también S, por lo que no hay simbolos inutiles
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Solucidn al 2 (cont.)

e Introducir variabes y producciones C —ay D — by
ponerla en todos los cuerpos que no tienen un solo
simbolo terminal
S — ASB|AB
A — CAS|CA|a
B — SDS|SD|DS|b|CAS|CA|a| DD

Forma Normal

de Chomsky, C — a
CNF

D—b
e Para las producciones con mas de 3 simbolos se
introducen nuevas variables:
S — AE|AB
A — CF|CA|a
B — SG|SD|DS|b|CF|CA|a|DD
C—aDbD—b
E—-SB,F— AS
G— DS
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Pumping Lemma para CFL

¢ Existe un equivalente del Pumping Lemma para CFL

e Sea L un CFL. Existe una constante ntal que si z es
cualquier cadena de L tal que |z| es al menos n,
podemos escribir z = uvwxy tal que:

Pumping 0 ‘VWX‘ S n

Lemma para

CFL e Vx#ﬁ

@ Paratodai> 0,uv'wx’y estaen L

(INAOE)
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Pumping Lemma para CFL

e Es muy parecido al de CFL solo que ahora tenemos
que encontrar a dos subcadenas que podamos repetir
indefinidamente

e Laidea viene de que toda CFL la podemos representar
como CNF y generar arboles de parseo binarios

e Mientras que los CFL pueden servir para dos grupos de

Pumping
Lemma para caracteres, no sirven para tres (e.g., {0"1"2"|n > 1})

CFL

e Los CFL tampoco sirven si tenemos pares de simbolos
intercalados (e.g., {0'1/2'3/|i > 1,i > 1})

e Tampoco pueden verificar la igualdad de dos cadenas
arbitrariamente largas (e.g., ww|w € {0,1}*})
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Ejemplos

e {0"722|n > 1} Idea: z = uvwxy, |vwx| < n (lemma),
vwx no puede tener al mismo tiempo 0’s y 2’s porque el
altimo 0 y el primer 2 estan separados por n+ 1
pocisiones. Si vwx no tiene 2’s (o 0’s) con el pumping lo

desbalanceamos.
e {0'1/2/3/|i > 1,i > 1}. Con un argumento similar
o podemos tener que la cadena no tiene todos los
CFL simbolos y desbalancear la cadena.

o ww|w € {0,1}*}. En este caso, podemos poner como
ejemplo: 0"170"1" |la cual es una cadena ww y mostrar
tomando las ideas de los ejemplos anteriores que
podemos generar una cadena que no esta en L.
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Pumping
Lemma para
CFL

(INAOE)

Ejemplo

Mostrar que {a'b/C*|i < j < k} no es CFL

Tomando a z = a’b™ ' C"2 y |vwx| <. Si vwx no tiene
C’s entonces podemos generar mas as y bs que cs. Si
vwx tiene una c, entonces no podria tener una a
porque la longitud esta limitada a n. Esto quiere decir
que uwy (sin las partes que se repiten) tiene n a’s, pero
no mas que 2n + 2 bs y c¢s juntas con lo cual no es
posible que se tengan al mismo tiempo mas bs que as
y mas cs que bs.

Probar que: {a"b"C'|i < n} no es CFL.
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Propiedades de Cerradura de los CFL's

e Existen varias propiedades de los CFL, una de las mas
importantes es la de substitucién.

e Substitucion: Sea ¥ un alfabeto y supongamos que
para cada simbolo a € ¥ definimos un lenguaje
arbitrario L.

e Estos lenguajes definen una funcién s o una
substitucion.

Propiedades
de Cerradura

de los CFLs e Siw=aja...apesunacadenaen *, s(w)esla
concatenacion de los lenguajes s(ai1)s(az) . .. s(an).
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Ejemplo

e > ={0,1}ys(0)={a"b":n>1},s(1) = {aa, bb}
e Sea w = 01. Entonces

s(w) = s(0)s(1) = {@"b"aa: n>1}u{a"b™? . n>1}.
e Si L= L(0%), entonces s(L) = (s(0))* =

{ambmahp .. . ab™ :k>0,n>1}

Propiedades
de Cerradura
de los CFLs
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Teoremas

e Teoremas: Sea L un CFL sobre ¥,y suna
substitucion, tal que s(a) sea un CFL, Vac .
Entonces s(L) es un CFL.

e Teoremas: Sitenemos uno o mas CFLs, también son
CFL el resultado de hacer: (i) union, (ii) concatenacion,
(iii) Cerradura de Kleene, (iv) cerradura positiva +, (v)
inversion, (vi) homomorfismo, y (vii) homomorfismo
inverso.

Propiedades
de Cerradura

ol e e Teorema: Si L, Ly, L, son CFLs, y R es lenguaje
regular, entonces LN R, L\ R son CFL pero L, Ly \ Lo,
Ly N Ly, Ly \ Ly no son necesariamente CFLs.
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Probar membresia en un CFL

Para probar si una cadena w es parte del lenguaje (L)
de un CGF (i.e., w € L), usar el algoritmo CYK

El eje x corresponde a la cadena w = ay, an, as, ..., an
En el primer rengldén pone producciones tipo A — a

En el resto (e.g., Xj) se ponen las variables (e.g., A)
tales que tengan una produccion (e.g., A — BC) donde
Rioptdars B esta en X (parte del prefijo) y C esta en Xj; (resto

de Cerradura

de los CFLs de la cadena), i < k < j.
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Algoritmo CYK

X15

Xl4 X25

X13 X24 X35

X12 X23 X34 X45
Eéoégrz%zz Xll X22 X33 X44 XSS
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Ejemplo

e Probar que la siguiente gramatica genera: baaba
S — AB|BC
A— BAla
B — CC|b
C — ABJa

b: {B}
a:{A C}

Propiedades
de Cerradura b.
de los CFLs

I\

. {B}{A,C} = {BA,BC} : {S, A}
aa: {A, C}{A, C} = {AA AC, CA,CC} : {B}
ab: {A,C}{B} = {AB,CB} : {S,C}
ba: {B}{A,C} = {BA,BC} : {S, A}
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Ejemplo

bab: b/abo ba/b: {B}{B}U{S,A}{A, C} =
{BB,SA, SC,AA,AC} : 0

aab:a/abo aa/b: {A C}{S,C}U{B}{B} =
{AS,AC,CS, CC, BB} : {B}

aba:a/bao ab/a: {A C}H{S,ALU{S,C}HA,C} =
{AS,AA, CS, CA, SA,SC,CA,CC} : {B}

baab : b/aab o ba/ab o baa/b : {B}{B}uU
grogiedages {S, A}{S, C} U @{B} = {BB, SS, SC, AS, AC} : @

de los CFLs aaba: a/abao aa/bao aab/a: {A, C}{B}U
{B}{S,A} U{B}A,C} ={AB,AC,BS,BA,BA,BC} : {S,A, C}
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Ejemplo

(BYS,A CYU{S,A{BIUDUD =
{BS, BA,BC, SB,AB} : {S, A, C}

54,0
540
® ®
46 Corrachis 54 B 50 54
de los CFLs
B “o A0 B Ko

(INAOE)

baaba : b/aaba o ba/aba o baa/ba o baab/a :
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Problemas no-decidibles

En el siguiente tema vamos a ver que hay problemas que no
los podemos resolver con una computadora (no-decidibles).
Por ejemplo:

@ Es una CFG G dada ambigua?

® Es un CFL dado inherentemente ambiguo?
® Es la interseccién de dos CFLs vacia?

@ Son dos CFLs iguales?

Propiedades
0o oracia © Es un CFL dado igual a ¥* donde X es el alfabeto de
ese lenguaje?
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