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Cinematica Directa

Conocer la Pose (posicién y orientacion) del efector final

. . T
dadas las variables articulares g = [ql qQ .. qn] .
Restricciones de Denavit-Hartenberg

= [DH1] El eje z; siempre interseca al eje z;_.

m [DHZ2] El eje z; siempre es perpendicular al eje z;_1.



Denavit-Hartenberg

Las restricciones DH1 y DH2 se pueden forzar si se realiza
la asignacion de los sistemas coordenados por medio del
siguiente algoritmo de Denavit—Hartenberg (DH):

1 Colocar los ejes zg, 21, ..., 2n,—1. Colocar el eje z;_1 sobre el
eje de giro de la articulacién i si es de revolucién o sobre el
eje de desplazamiento de la articulacion ¢ si es prismaética.
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Denavit-Hartenberg

2 Completar el sistema coordenado de la base. Comenzar por
0p en un punto conveniente sobre el eje zy5. Colocar xg y yo
para formar un sistema dextrogiro ortonormal.
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Denavit-Hartenberg

3 Colocar los origenes 01 ...0,_1, de acuerdo con los ejes
Zi_1y 2. S1z;_1y z; se intersecan, colocar o; en la
interseccién. Si z;_1 y z; son paralelos, colocar o; en
cualquier lugar conveniente sobre z;. Si z;_1 y z; no son
paralelos ni se intersecan, colocar o; en la interseccion de
z; con la normal comin de z;_1 y z;.
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Denavit-Hartenberg

Para el ejemplo:




Denavit-Hartenberg

4 Colocar los ejes x1 ...x,_1, de acuerdo con los ejes z;_1 y
zi. Si z;_1y z; se intersecan, colocar x; en la normal al
plano que forman z; 1 y z; pasando por 0;. Si z;_1 y z; no
se intersecan, colocar x; en la normal comin a z;,_1 y 2;
pasando por o;.
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Denavit-Hartenberg

Para el ejemplo:

q4



Denavit-Hartenberg

5 Colocar los ejes y; ...vy,,_1, completando los sistemas
coordenados dextrégiros.
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Denavit-Hartenberg

6 Colocar el sistema coordenado del efector final. Colocar o,
en el punto més importante (centro de la pinza, punta de la
herramienta, etc.). Luego, colocar el eje z,, paralelo a z,_1
y pasando por o,. Colocar el eje x,, de tal forma que
interseque a z,_1. Completar el sistema colocando y,, para
formar un sistema dextrégiro.




Denavit-Hartenberg

7 Formar la tabla de pardmetros cuyas columnas son a;, d;,
a;, 0; v C.1.y cuyas filas son los ntimeros de las
articulaciones.

El parametro a; es la distancia desde la interseccién de los
ejes z,_1 y x; hasta el origen o0;. Si esta distancia esté
sobre el eje x;, a; es negativa, mientras que si esta del lado
opuesto al eje x;, a; es positiva.
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Denavit-Hartenberg

El parametro d; es la distancia desde el origen 0,_; hasta la
interseccion de los ejes z;_1 y @;. Si la articulacién ¢ es
prismaética, este pardmetro es variable y se denota como d;.




Denavit-Hartenberg

El parametro «; es el angulo desde el eje z;_1 hasta el eje
z; tomando a x; como eje de giro.
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Denavit-Hartenberg

El parametro 6; es el angulo desde el eje x;_; hasta el eje x;
tomando a z;_1 como eje de giro. Si la articulacion i es de
revolucién, este pardmetro es variable y se denota como 6.

Zi—1




Denavit-Hartenberg

Por ultimo, la columna de condiciones iniciales (C.1.) se
llena tomando las cantidades variables d; y 07 como si
fueran constantes.

La tabla de pardametros para el ejemplo es

1[0 [dy [90° |67 | 0°
210 1] 0 |90°] 65| 90°
310 [d5]0°]0°] ds
410 [dg|0° 65| 0°




Denavit-Hartenberg

8 Formar las n transformaciones homogéneas "' H;(g;) de
acuerdo con la siguiente plantilla:

Co, —S50,Cay 50, Sa; a;Cyp,
i—1 50; €0;Ca;  —C0;S0; QiSe;
! HZ(QZ) - OZ C C d “
Sa; Cay; i
0 0 0 1

donde cg, = cos(6;), sp, = sin(6;), cq, = cos(w;),
Sq; = sin(ay)



Denavit-Hartenberg

Para el ejemplo
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Denavit-Hartenberg

9 Obtener la cinemética directa, i.e., la transformacién
homogénea del sistema de la base al sistema del efector
final, mediante la composicién

°Hy(q) = "Hi(q1) Ha(g2) " " Hu(an) - (2)

Para el ejemplo:

COLCO,CO, + 50,50,  CO,50, — C0O,C0,50,  C0,50,  Coy 80, (d3 4 da)

Opy, — | €02C04501 = C0156;,  —COo1Coy — Co»561560;  S0150, 56,56, (d3 +d4)
Co,50, —50,50, —co, di — cg, (d3 +da)
0 0 1



Cinematica Inversa

Ox
Dada una posicién o4 = |oy | y una orientacién

Oz
"Ry = ["a %yq °zq] € SO(3) para el efector final,
donde el subindice d indica deseados, hallar las posiciones
articulares g € R” tales que se cumpla

R 3)

"H,(q) = { o 1

donde H ,(q) es la matriz de transformacién homogénea
que representa la cinemética directa del robot como
funcion de q.



Desacople cinematico

Si se tiene un robot de 6 articulaciones (grados de libertad),
cuyas ultimas 3 forman una muneca esférica, se puede
dividir el problema cinematico inverso en dos problemas
mas simples: posicién inversa y orientacién inversa.

Desacople cinematico:

0
0. =4 — dg"zq =04 — ds"Rq 0| , (4)
1

0

donde dg es una distancia constante de
Denavit-Hartenberg.



Desacople cinematico




Posicion inversa

Una vez calculado el centro de la mufieca o, se resuelve la
cinemadtica inversa de posicién, i.e., se calculan q1, g2 v g3,
dejando de lado por el momento la orientacién.




Orientacion inversa

Una vez resuelta la cinematica inversa de posicién, se
puede garantizar que el centro de la muneca cumplird con
04 = O5 = Oc¢.

Nétese que "Rg(q) = "R3(q1, g2, ¢3)> Re(qu4, g5, g6)-

Combinando estas ecuaciones y premultiplicando por 0R3T,
se tiene

R ="R;"Ra, (5)

donde el lado derecho estd en funcion de cantidades
conocidas en este punto.



Orientacion inversa

La importancia de la muneca esférica radica en que, si le
extraemos los angulos de Euler ZYZ al lado derecho
de (5) los podemos igualar a (q4, g5, q6) = (04, 65,06) v asi
resolver el problema cinematico inverso de orientacién.

Si se define la matriz de rotacion de angulos de Euler como
la composicion R = R, 4R, g R. y, entonces podemos
calcular 64, 05 y 08¢ como



Cinematica Inversa (en resumen)

No existe una metodologia exacta para obtener la cinematica
inversa, pero pueden seguirse estos consejos:

Hacer la asignacion de Denavit-Hartenberg.
Realizar el desacople cinemético para obtener oc.

Redibujar el robot sin las dltimas 3 articulaciones y
terminando en o.

Mover el robot de tal manera que las cantidades variables
0F #{0,£7m/2,+n} y df # 0.

Si la i-ésima articulacién es de revolucion, proyectar el
robot sobre el plano z;_1y;_1 para encontrar 6;.

Si la é-ésima articulacién es prisméatica , proyectar el robot
sobre un plano que contenga a z;_1 para encontrar d;.



Cinematica Diferencial

Considere una funcién que represente la cinemaética directa

[Oj;} - f(q). (6)

Derivando con respecto al tiempo

{Oon] _ 0f(a)

@ qu =Ja(q)q. (7)

A la matriz J,(q) = 8£éq) se le conoce como Jacobiano
analitico.

En este caso, 0, es la velocidad lineal del efector final. Sin
embargo, ¢ no es la velocidad angular del efector final. De
hecho ¢ no tiene significado fisico.



Jacobiano Geomeétrico

El Jacobiano geométrico o simplemente Jacobiano, J(q),
relaciona directamente velocidades en el espacio articular
con velocidades en el espacio Cartesiano

o] =@ (®)

donde %w,, es la velocidad angular del sistema coordenado
del efector final con respecto al sistema base.

El Jacobiano geométrico es siempre de dimensién 6 x n y
frecuentemente se divide en dos submatrices como sigue

0= [ g

El Jacobiano geométrico no es estrictamente un Jacobiano,
dado que no es la derivada parcial de una funcién vectorial,
solo lleva el nombre.



Jacobiano

Aplicaciones del Jacobiano:

m Caélculo de cinematica inversa en linea para robots con
muchas articulaciones

m Modelado dinamico

= Control de fuerza

= Control servovisual

= Andlisis de singularidades

= Manipulabilidad, etc.



Cinematica Inversa

Numérica (CLIK)

y
Xy + e q q
: K > JAT(Q) > f >
z,
k(-)
Se calcula
q=J,(9Ke,

donde K es una matriz de ganancias positiva definida.

Se integra numéricamente para obtener q.
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