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Recurrencia

Una funcion sobre los nuUmeros naturales en
la cual el valor del término n se define con
base en los valores para los terminos
anteriores

La definicion debe tener una condicidon de
terminacion (condiciones iniciales)



Ejemplos de Recurrencias

Factorial

0l=1
n'=n*(n-1)!

NUmeros de Fibonacci
F(0)=1

F(1)=1
F(n)=F(n-1)+F(n-2)



Solucion de Recurrencias

Resolver una recurrencia consiste en
encontrar una expresion no recurrente para
calcular el término n de la recurrencia

Factorial

0!=1

n

n!=n(n—1)(n—2)...1=1_[i

1=1



Solucion de Recurrencias

Para analisis de algoritmos es suficiente
acotar asintoticamente la recurrencia, es
decir encontrar g tal que T(n) = 0(g(n)), es
decir:

T(ng) = ay
Tm)=f(n—1,n-2,..,np)
con

f(n) =0(gm))



Solucion de Recurrencias

Hacer una conjetura y probarla por
induccion.

T(0) =1
T(n)=2T(n—1)




Solucion de Recurrencias

Hacer una conjetura y probarla por

induccion.

TO0)=1

T(n) =2T(n—1)
Conjeturamos:

T(n) =2"

Y lo demostramos por induccion



Como hacer una conjetura ? (1)

Calcular los primeros términos y analizarlos
para tratar de deducir la formula general.

T(0) =1
T(n)=2T(n—1) + 2



Como hacer una conjetura ? (2)

Sustituyendo la formula recurrente algunas
veces vy tratar d encontrar la formula no

recurrente.

T(0) =1
T(n)=2T(n—1) + 2



Como hacer una conjetura ? (3)

Haciendo un cambio de variable para tratar
de llegar a una recurrencia mas sencilla.

T(0) =0
T(n) = 3T (E‘) +n

Tomando n = 2™ nos queda:

T2 =1
T(2™) =3T7(2m 1) 4+ 2m



Como hacer una conjetura ? (3)

Se resuelve la nueva recurrencia
T(ZO) =1
T(2™) =3T7(2m 1) 4+ 2m

quedando:
T(Zm) — 3m+1 _ 2m+1

Al final se debe obtener la solucion de la
recurrencia original



Como hacer una conjetura ? (3)

Sin = 2™ entonces m = log,n con los cual
la solucion nos queda como:

T(Zm) — 3m+1 _ 2m+1
T(n) — 31+log2n _ 21+log2n

T(Tl) — 3 % 3log2n — 2 % Zlogzn

T(n) — 3nlog23 —2n = @(nlogz3)

Si n es una potencia de 2



Como hacer una conjetura ? (3)

En este caso la conjetura es que para

T(0)=0
T(n) = 3T (E‘) +n

La solucidon para todo n es:

T(n) = 0(n'°923)



Como hacer una conjetura ? (3)

Otro ejemplo:

T(0)=0
T(n) = 3T (E‘) +n



Como hacer una conjetura ? (3)

Otro ejemplo:

T(0)=0
T(n) = 3T (E‘) +n

Tomando n = 4™ nos queda:

T(4% =1
T(4™) = 3T(4™ 1) + 4™



Como hacer una conjetura ? (3)

Se resuelve la nueva recurrencia
T(4°) =1
T(4™) = 3T(4™m 1) + 4™

quedando:
T(Zm) — gm+1l _ 3m+l

Al final se debe obtener la solucion de la
recurrencia original



Como hacer una conjetura ? (3)

Sin = 4™ entonces m = log,n con los cual
la solucion nos queda como:

T(4_‘m) — 4m+1 _ 3m+1
T(n) — 41+log4n _ 31+log4n

T(n) = 4  41094m _ 3 4 310gs
T(n) = 4n — 3n'9943 = O(n)

Si n es una potencia de 4



Como hacer una conjetura ? (3)

Siguiendo un proceso similar llegamos a la
conjetura de que para

T(0) =0
T(n) = 3T (E‘) +n

La solucidon para todo n es:

T(n) =0(n)



Recurrencias Homogéneas
Lineales

Son recurrencias en las cuales T(n) se
puede escribir como una combinacion lineal
de los anteriores

T(ng) = tg

.T("k—1) = lg—1
Tm)=bT(n—1)+b,T(n—2)+ -+ b, T(n—k)

O de forma general:

aT(n) +aTn—1)+-+aq,T(n—k)=0



Recurrencias Homogéneas

Lineales

Si
T(n) = f(n)
T(n) = g(n)

son soluciones de T(n) entonces
T(n) =cf(n)+dg(n)

También es una solucion de T(n)
Aplica para cualquier cantidad de soluciones



Recurrencias Homogéneas
Lineales

Partiendo de:

aT(n)+aTn—1)+ -+aq,T(n—k)=0

Si tomamos como conjetura que

T(n) =x"
La recurrencia queda como:

aox™ + a;x" 1+ qpx™ R =



Recurrencias Homogéneas
Lineales

Excepto por la solucion trivial x=0, cualquier
solucion de:

Qpx™ + ax™ 1+ -+ apx™k =

Es también solucion de:

aopx® +ax¥ 1+ 4+a, =0

Esta ecuacion es llamada la ecuacion
caracteristica de la recurrencia T(n) vy el
polinomio del lado izquierdo es el polinomio
caracteristico



Recurrencias Homogéneas
Lineales

Como:

aopx® +ax¥ 1+ 4+a, =0

Es un polinomio de grado k entonces tiene k
raices ry,1,, ..., 1, Y supongamos que todas
tienen multiplicidad 1, es decir todas son
diferentes, entonces:

n n n
7,1y, e, Ty

Son todas soluciones de T(n)



Recurrencias Homogéneas
Lineales

Por lo tanto para cualquier ¢4, ¢, ..., Cy:

c;1y"

Mw

T(n) =
i=1

Es una solucion de la recurrencia

Cual solucion tomamos ?



Recurrencias Homogéneas
Lineales

Esto se hace dependiendo de las condiciones
iniciales que debe ser k pues la recurrencia
considera hasta n-k, por lo tanto tomamos:

iy tory ety =t

cri +ery  teet gy =t

e Y v orf g =

Resolvemos para cq, ¢y, ..., Y asi obtenemos
los valores de las constantes.



Recurrencias Homogéneas
Lineales

Ejemplo (numeros de Fibonacci)

F(0O)=0
F(1) =1
Fm)=Fn—-1)+F(n-2)

En este caso:

k=7
a0=?



Recurrencias Homogéneas
Lineales

Ejemplo (numeros de Fibonacci)

F(0O)=0
F(1) =1
Fm)=Fn—-1)+F(n-2)

En este caso:

k=2
ap, =1
a; =—1
a, =—1



Recurrencias Homogéneas
Lineales

Ejemplo 2

T(0)=0
T(1) =5
T(n)=3T(n—1)4+4T(n—2)

En este caso:

k=7
a0=?



Recurrencias Homogéneas
Lineales

Ejemplo 2

T(0)=0
T(1) =5
T(n)=3T(n—1)4+4T(n—2)

En este caso:

k=2
ap, =1
a; = —3
a, = —4



Recurrencias Homogéneas
Lineales (2)

Si el polinomio caracteristico:

Pe(x) = agx® + ajx* 1 + -+ a;

tiene al menos una raiz r con multiplicidad m=2
entonces para algun otro polinomio g(x):

Pr(x) = (x —1r)™q(x)
Consideremos:

Un(x) = apx™ + a;x™ ™ + -+ apx™ "
Un(x) = agnx™ '+ a;(n — D)a™ 2 + -+ g (n — k)x™ 1
xUp(x) = agnx™ + a;(n — Dx™ L + - 4+ ap(n — k)x™ ¥



Recurrencias Homogéneas
Lineales (2)

Claramente:

Unp(x) = xn_kpk(x)
=x"*(x —r)™q(x)

Y
Up(x) =m(x —r)™ 1x" ¥ q(x) + (x — )™ [x"*q(x)]’

Por lo que r también es una raiz de U/, (x) y xU,,(x)



Recurrencias Homogéneas
Lineales (2)

Es decir:
anr*+an—Dr* 1+ +a.(n—k)rvk =
Por lo cual nr™ es una solucion de la recurrencia

En general, si r es una raiz del polinomio
caracteristico con multiplicidad m, entonces:

2 3 m—-1_.n

r'* nr'*, ncr™, n°r", ..., n a

Son todas soluciones de la recurrencia T(n)



Recurrencias Homogéneas
Lineales (2)

Por lo tanto si rq, 1y, ..., 7, SONn las raices
diferentes del polinomio caracteristico cada
una con multiplicidad my, m,, ..., mq
respectivamente, la solucion general es:

S m;—

T(n) = z 2 c;jn’ bk

=1 j=

Para cualquier conjunto de constantes c;;
con j=1,...,sy j=0,...,m; — 1, donde el
numero total de constantes es k



Recurrencias Homogéneas

Lineales (2)

Ejemplo
T(0)=0
T(1)=1
T(2) =2

T(n)=5T(n—1)—8T(n—2) —4T(n — 3)

En este caso:

k =72
Ay =7
a =7
a, =7
az =7



Recurrencias Homogéneas

Lineales (2)

Ejemplo
T(0)=0
T(1)=1
T(2) =2

T(n)=5T(n—1)—8T(n—2) —4T(n — 3)

En este caso:
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Recurrencias no Homogéneas
Lineales

Son recurrencias en las cuales T(n) se
puede escribir como una combinacion lineal
de los anteriores mas un término que no
depende de T

T(ng) = tg

.T(le—1) = lg—1
Tn)=a.Tn—1)+-+a,T(nh—k)+b"*Py(n)

O de forma general:
aocT(n) +a;T(n—1)+ -+ a,T(n—k) =b"P,;(n)



Recurrencias no Homogéneas
Lineales

En este caso el polinomio caracteristico es:
(apx® + ax* 1+ +a) (x—b)*1=0

Y a partir de este polinomio se procede
como en el caso de las recurrencias
homogéneas lineales



Recurrencias no Homogéneas
Lineales

Ejemplo

T(0)=0
T(n)=2T(n—1)+1

En este caso:



Recurrencias no Homogéneas
Lineales

Ejemplo

T(0)=0
T(n)=2T(n—1)+1

En este caso:



Recurrencias no Homogéneas
Lineales

Ejemplo 2

T(0)=0
Tn)=2T(n—1)+n

En este caso:



Recurrencias no Homogéneas
Lineales

Ejemplo 2

T(0)=0
Tn)=2T(n—1)+n

En este caso:



Recurrencias no Homogéneas
Lineales

Ejemplo 3

T(0) =0
Tn) =4T(n—-1) — 2™

En este caso:



Recurrencias no Homogéneas
Lineales

Ejemplo 3

T(0) =0
Tn) =4T(n—-1) — 2™

En este caso:
k=1



Recurrencias no Homogéneas
Lineales

Ejemplo 4

T(0)=0
T(n) =4T(n—1) + n2™

En este caso:



Recurrencias no Homogéneas
Lineales

Ejemplo 4

T(0)=0
T(n) =4T(n—1) + n2™

En este caso:
k=1



Recurrencias no Homogéneas
Lineales (2)

Puede haber mas de un término no
recurrente

T(ng) = tg

:T(nk—ﬂ = lg—1
Tm)=a;T(n—1)+--+a,T(n—k) + bi'Py (n)

+ -+ B*Py (1)

O de forma general:
apT(n) + -+ a,T(n—k) =b"Py(n) + -+ bgPy_(n)



Recurrencias no Homogéneas
Lineales (2)

En este caso el polinomio caracteristico es:

(agx® + ayx* 1+ -+ a ) (x — b)) L (x — bg)%T1=0

Y a partir de este polinomio se procede como
en el caso de las recurrencias homogeneas
lineales



Recurrencias no Homogéneas

Lineales (2)
Ejemplo
T(0)=0

T(n)=2T(n—1)+n+ 2"

En este caso:



Recurrencias no Homogéneas

Lineales (2)
Ejemplo
T(0)=0

T(n)=2T(n—1)+n+ 2"

En este caso:

k=1
ap, =1
a = —2
by =1 by, =2

d1:1 d2:O



Recurrencias no Homogéneas
Lineales (2)

Entonces la ecuacidn caracteristica es:
(x—2)x—1?*(x—-2)=0

Es decir:
(x —1)%(x—2)*=0
Con lo que:

7"1:1 m1:2
T'2:2 m2:2



Recurrencias no Homogéneas
Lineales (2)

La solucion es de la forma:

T(n) =ci 1™ + c,n1™ + ¢32™ + c,n2™

El sistema de ecuaciones para ¢y, Cy, C3, C4
es:

n=0 ¢ + + ¢ + =0
n=1 ¢ + ¢+ 2¢3 + 2¢, =3
n=2 ¢ +2c,+ 4¢3 + 8¢, =12
n=3 ¢y +3c, + 8c3 + 24c, =35



Recurrencias no Homogéneas

Lineales (2)

La solucidn es:
Cl —_ —2
Cz —_
C3 = 2
C4_ — 1

Finalmente:
T(n) =n2"+ 2" —n -2



Método Maestro

Considere la recurrencia:
T(1) =a
T(n) = cT (E‘) + dn¥

En este caso:

(G(nk) si ¢ < bk
T(n) =< 0(n*log,(n)) si ¢ = b
k(-D(n“)gbc) si ¢ > bk




Método Maestro

Ejemplo:
T(1) =1
T(n) = 4T (E‘) + n3

En este caso:

k=7
b="7
c="7"?



Método Maestro

Ejemplo:
T(1) =1
T(n) = 4T (E‘) + n3

En este caso:
k=3

b =2
c =4



Método Maestro

Ejemplo:
T(1) =1
T(n) = 4T (E‘) + n3

Entonces, como 4 < 23 :

T(n) = 0(n3)



Método Maestro

Ejemplo:
T(1) =1
T(n) = 4T (E‘) + n?

En este caso:

k=7
b="7
c="7"?



Método Maestro

Ejemplo:
T(1) =1
T(n) = 4T (E‘) + n?

En este caso:
k=2

b =2
c =4



Método Maestro

Ejemplo:
T(1) =1
T(n) = 4T (E‘) + n?

Entonces, como 4 = 2% :

T(n) = ©(n*log,(n))



Método Maestro

Ejemplo:
T(1) =1
T(n) = 4T (E‘) +n

En este caso:

k=7
b="7
c="7"?



Método Maestro

Ejemplo:
T(1) =1
T(n) = 4T (E‘) +n

En este caso:
k=1

b =2
c =4



Método Maestro

Ejemplo:
T(1) =1
T(n) = 4T (E‘) +n

Entonces, como 4 > 21 :

T(n) = 0(n'92*) = 0(n?)



Metodo Maestro (2)

Considere la recurrencia:

T(1) =a
T(n) =cT (E‘) + g(n)

con g(n)= 0(nk)

En este caso:
f@(nk)

T(n) =4 0" log,(n))
k@)(nlogbc)

si ¢ < b¥
si ¢ = b¥
si ¢ > b¥



Metodo Maestro (2)

Ejemplo:
T(1) =1
T(n) = 4T (E‘) +5n3 —2n% +2n + 17

En este caso:

k=7
b="7
c="7"?



Método Maestro

Ejemplo:
T(1) =1
n
T(n) = 4T (H) +5n3 —2n% +2n + 17

En este caso:
k=3

b =2
c =4



Método Maestro

Ejemplo:
T(1) =1
T(n) = 4T (E‘) +5n3 —2n% +2n + 17

Entonces, como 4 < 23 :

T(n) = 0(n3)



Cambio de rango

Considere |la recurrencia no lineal:

T(0) =2
Tm)=T*(n—-1)

El objetivo es transformarla en una
recurrencia Lineal



Cambio de rango

Considere |la recurrencia no lineal:

T(0) =2
Tm)=T*(n—-1)

Tomaremos U(n) = log,T(n) con lo cual
T(n) = 20 quedando:

U(0) =log,T(0) =log,(2) =1

U(n) =log,T(n) = log,(T*(n — 1))
= Zlogz(T(n — 1))
=2Un—-1)



Cambio de rango

Entonces la solucién para U(n) es:

Un) = 2"

Para obtener la solucion de T(n) recordemos
que:

T(n) — ZU(n)

Por lo cual finalmente queda:

T(n) = 22"



Cambio de rango

Considere la misma recurrencia no lineal:

T(0) =2
Tm)=T*(n—-1)

Si tomamos U(n) = log;T(n) con lo cual
T(n) = 3Y™ quedando:

U(n) = logsT(n) = logs(T*(n — 1))
= Zlogg(T(n — 1))
=2U(n—-1)

Cual es la diferencia ?



Cambio de rango

Ejemplo 2:

T(0) =2
T(n) =2"T?(n—1)



Cambio de rango

Ejemplo 2:

T(0) =2
T(n) =2"T?(n—1)

Tomaremos U(n) = log,T(n) con lo cual
T(n) = 20 quedando:

U(0) = log,T(0) =log,(2) =1
U(n) = log,T(n) = log,(2"T?*(n — 1))

= log,(2™) + 2log,(T(n — 1))
=n+20n-1)



Cambio de rango

Quedando una recurrencia lineal:

U0) =1
Un)=2U0Un—1)+n




Cambio de rango

Considere |la recurrencia no lineal:

U) =1
Un)=20n—1)+n

En este caso:



Cambio de rango

Entonces la ecuacidn caracteristica es:
(x—2)(x—1)?%=0

Con lo que:

7‘1=2 m1:1
T'2:1 m2:2



Cambio de rango

La solucion es de la forma:

Un) =c;2" + c,1™" + c3nl™

El sistema de ecuaciones para ¢{, Cy, C3 €s:

n=2~0 C1+ C2+ =1
n=1 2¢; + c;+c¢c3 =3
n=2 4c¢; + ¢, + 2¢3 =8



Cambio de rango

La solucion es:

C1=3

Cyr = —
C3=—1

Entonces la solucién para U(n) es:

Un)=3*«2"—n—2



Cambio de rango

Para obtener la solucion de T(n) recordemos
que:

T(n) =2VM

Por lo cual finalmente queda:

T(n) = 23*2"—n-2



Recurrencias (mas ejemplos)




Recurrencias (mas ejemplos)

T(0)=0
T(n) =3T(n—1) 4+ 3n+ 3"

En este caso:



Recurrencias (mas ejemplos)

T(0)=0
T(n) =3T(n—1) 4+ 3n+ 3"

En este caso:

k=1
ap, =1
a; =—3
bi=1 b, =3

d1:1 d2:O



Recurrencias (mas ejemplos)

Entonces la ecuacidn caracteristica es:
(x—3)(x—1?*(x—-3)=0

Es decir:
(x —1)%(x—3)?=0
Con lo que:

7"1:1 m1:2
T'2:3 m2:2



Recurrencias (mas ejemplos)

La solucion es de la forma:

T(n) =ci 1™+ c,n1™ + c33™ + ¢,n3"

El sistema de ecuaciones para ¢y, Cy, C3, C4
es:

n=0 ¢ + + 3 + =0
n=1 ¢ + ¢+ 3¢c3 + 3¢, =6
n=2 ¢ +2c;+ 9¢c3 + 18¢c, =33
n=3 ¢ +3¢c,+ 27¢3 + 81c, =135



Recurrencias (mas ejemplos)

La solucion es:

c; = —2.25
c, =—1.5
c3 = 2.25
c, =1

Finalmente:
T(n) =n3"+ 2.25*3" —1.5n — 2.25



Recurrencias (mas ejemplos) (2)

T(1) =1
T(n) = 4T (E‘) + 4 (g)

En este caso aplica el teorema maestro ?




Recurrencias (mas ejemplos) (2)

T(1) =1
T(n) = 4T (E‘) + 4 (g)

En este caso aplica el teorema maestro ?

ny n! ~ n(n-1n-2)!
4(2)_42!(11—2)!_4 2! (n — 2)!

= 2n® —2n = 0(n?)



Recurrencias (mas ejemplos) (2)

Ejemplo:
T(1) =1

T(n) = 4T (E‘) + 4 (g)

En este caso:
k=2

b =2
c =4




Recurrencias (mas ejemplos) (2)

T(1) =1
T(n) = 4T (E‘) + 4 (g)

Entonces, como 4 = 2% :

T(n) = 0(nlog,n) = B(n?)



Recurrencias (mas ejemplos) (3)

Considere |la recurrencia no lineal:

T(0) =2
T(1) =2
Tn)=Tn—1T(n—2)

Como procedemos ?



Recurrencias (mas ejemplos) (3)

Considere |la recurrencia no lineal:

T(0) =2
T(1) =2
Tn)=Tn—1T(n—2)

Transformarla en una recurrencia Lineal

Como ?



Recurrencias (mas ejemplos) (3)

T(0) =2
T(1) =2
Tn)=Tn—1T(n—-2)

Tomaremos U(n) = log,T(n) con lo cual
T(n) = 2Y™ quedando:

U(0) =log,T(0) =log,(2) =1

U(1) =log,T(1) = log,(2) =1

Un) =log,T(n) =log,(T(n—1)T(n — 2))
= log,(T(n — 1)) + log,(T(n — 2))
=Un—-1)+Un-2)



Recurrencias (mas ejemplos) (3)

Quedando una recurrencia lineal:

U) =1
U =1
Un)=Un—-1)+Un-2)

Que es la recurrencia de Fibonacci con lo cual:

1 ((1 + \/§>n (1 _ \/§>n>
U(n) = N “\" 2




Recurrencias (mas ejemplos) (3)

Quedando finalmente:

ro -2 05)
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