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Abstract

Los algoritmos existentes para la minerı́a de subgrafos conexos frecuentes (SCF) sólo logran tiempos de
ejecucíon aceptables cuando se ejecutan sobre colecciones de grafos de tamaño fijo y limitado. La iden-
tificación de los duplicados y las pruebas de sub-isomorfismo, durante el proceso de minerı́a, constituyen
las tareas que ḿas recursos computacionales demandan. Esta propuesta de tesis doctoral aborda el prob-
lema de la mineŕıa de SCF sobre colecciones de grafos etiquetados. En particular, se presentan nuevas
propiedades en las formas de representar los grafos candidatos que permiten reducir el tiempo dedicado a
la deteccíon de duplicados. Como resultado preliminar se ilustra que es posible reducir el tiempo dedicado
a detectar duplicados mediante el uso de nuevas propiedades. Finalmente, se presenta un nuevo algoritmo
llamado gRed que logra buenos resultados en comparación con otros algoritmos existentes.

1 Introducci ón

Hoy en d́ıa, debido a los ŕapidos avances cientı́ficos y tecnoĺogicos, se han incrementado notablemente las
capacidades de creación, almacenamiento y distribución de grandes volúmenes de datos. Esta situación ha
generado la necesidad de nuevas herramientas para transformar estos datos en información o conocimiento
útil para la toma de decisiones. Cuando estos datos son complejos y estructurados, el proceso de transfor-
macíon requiere de técnicas que usualmente tienen una alta complejidad computacional en tiempo y espacio.
Ejemplos de tales técnicas son las relacionadas con la minerı́a de subgrafos frecuentes (SF); es decir, encon-
trar todos los subgrafos que ocurren frecuentemente en una colección de grafos. La minerı́a de subgrafos
frecuentes es una rama dentro de la minerı́a de patrones frecuentes.

En losúltimos ãnos se ha observado un significativo avance en la minerı́a de patrones frecuentes [15].
Métodos cada vez ḿas eficientes se han ido desarrollando para la minerı́a de conjuntos frecuentes [1, 2, 10,
52, 50, 16], patrones secuenciales [3, 34] y subárboles frecuentes [4, 51, 5] en colecciones de datos. Sin
embargo, en muchas aplicaciones cientı́ficas y comerciales, han estado presentes patrones con una comple-
jidad estructural mayor que la de los conjuntos, las secuencias y losárboles, por ejemplo los grafos. Es por
eso que se ha requerido el diseño de ḿetodos especializados en minerı́a de SF sobre colecciones de grafos
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[15, 30]. Estas colecciones también son nombradas en la literatura como bases de grafos o conjuntos de
grafos (en Ingĺesgraph databaseso graph datasets).

La mineŕıa de subgrafos conexos frecuentes (SCF) sobre colecciones de grafos etiquetados ha sido objeto
de estudios recientes dada su amplia variedad de aplicaciones [30]. En problemas de verificación toxi-
cológica predictiva [36], los SCF están relacionados con sustancias tóxicas. Borgelt y Berthold [7] des-
cubrieron estructuras quı́micas activas en conjuntos de datos sobre el Virus de Inmunodeficiencia Humana
(VIH), contrastando la frecuencia de aparición de los SCF entre diferentes clases. En el estudio de redes
biológicas tambíen se han buscado subgrafos frecuentes [24]. Los subgrafos conexos repetidos dentro de
una coleccíon de grafos proporcionan un mejor entendimiento de las relaciones existentes entre los datos
y han sido utilizados como base para crear algoritmos de clasificación [11, 53], agrupamiento [37, 18] e
indexacíon [49]. Inclusive, existen aplicaciones donde es necesario encontrar sólo aquellos SCF que son
suficientemente densos en cuanto al número de aristas [54]. Adeḿas de los grafos etiquetados, otros tipos
de grafos también han sido utilizados para hacer minerı́a de SCF, por ejemplo: los grafos geométricos [25],
los multi-estructurados [46] y otros.

Esta tesis se enfoca al estudio de la minerı́a de SCF sobre colecciones de grafos etiquetados. La mayor
parte de los algoritmos encontrados en el estado del arte se han diseñado para procesar conjuntos de datos
qúımicos (conjuntos de moléculas) y por tanto trabajan sobre colecciones de grafos simples y no-dirigidos.
Este tipo de grafos será el objeto de estudio en este trabajo.

Un grafo etiquetado es una forma de representación geńerica que es usada en muchos dominios de apli-
cacíon. Por ejemplo, la estructura quı́mica de una sustancia puede ser modelada mediante un grafo etique-
tado, en el cual cada vértice representa uńatomo y cada arista corresponde a un enlace [32].

El primer algoritmo de minerı́a de subgrafos frecuentes fue AGM (Apriori based Graph Mining) [22], el
cual se disẽnó para buscar los subgrafos frecuentes sin tener en cuenta la conexidad. Esto fue una limitante
para las aplicaciones donde los SCF son de interés. En respuesta a esta problemática surge el algoritmo
FSG (Frequent Subgraph discovery) [26] que encuentra todos los SCF dentro de una colección de grafos
etiquetados. Este algoritmo pudo acelerar el conteo de frecuencia de los subgrafos candidatos utilizando
recursos de memoria para mantener listas de identificadores de transacciones.

Desde entonces se han ido creando nuevos algoritmos cada vez más eficientes para encontrar todos los
SCF [15]. En revisiones que reflejan el estado del arte [42, 15], los algoritmos se han clasificado, de acuerdo
a la estrategia de generación de candidatos, en dos grupos: los basados en Apriori y los basados en crec-
imiento de patrones.

Los algoritmos basados en Apriori, comparten caracterı́sticas similares con el algoritmo Apriori para
minar conjuntos frecuentes [2]. En el contexto de la minerı́a de SCF, los algoritmos basados en Apriori
tienen dos grandes dificultades relacionadas con la generación de candidatos: (1) poseen alta complejidad
computacional y (2) generan muchos candidatos (para cada candidato es necesario calcular su frecuencia de
aparicíon).

Para evitar las dificultades mencionadas en los modelos basados en Apriori, se han desarrollado otros
algoritmos basados en la metodologı́a de crecimiento de patrones [16]. Estos algoritmos obtienen los sub-
grafos candidatos creciendo directamente desde un solo subgrafo [48, 7, 31].

En algunas aplicaciones no es práctico considerar todos los SCF debido a que pueden ser demasiados.
Existen soluciones para abordar este problema,éstas permiten obtener directamente sólo una parte de los
SCF. Una de ellas está relacionada con los patrones frecuentes cerrados [50]. Se dice que un patrón frecuente
es cerrado si no existe un patrón que lo contiene con su misma frecuencia. En [47, 9] se proponen algoritmos
para la mineŕıa de subgrafos conexos frecuentes cerrados (SCFC). Otro tipo de patrones frecuentes son los
patrones frecuentes maximales, los cuales no están contenidos en ningún otro patŕon frecuente. La minerı́a
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de subgrafos conexos frecuentes maximales (SCFM) fue estudiada en [20, 38]. Por otra parte, los conceptos
de mineŕıa de patrones frecuentes con restricciones (en InglésConstraint-based frequent pattern mining)
tambíen han sido adaptados a la minerı́a de grafos [55].

Independientemente de cuanto se ha avanzado en esta temática, los algoritmos existentes sólo pueden
ejecutarse en conjuntos de datos estáticos y de tamãno limitado. Es por eso que sigue siendo necesario
desarrollar algoritmos capaces de procesar mayores volúmenes de datos, es decir mayor cantidad de grafos
y de mayor tamãno.

En esta tesis se desarrollarán al menos dos algoritmos para la minerı́a de SCF en colecciones de grafos
etiquetados. Estos algoritmos serán disẽnados para trabajar sobre colecciones de grafos etiquetados simples
y no-dirigidos. El primero de estos algoritmos encontrará todos los SCF y deberá mostrar un desempeño más
eficiente que los algoritmos existentes. El segundo algoritmo se enfocará en encontrar los SCF que cumplan
con alguna propiedad prefijada (cerrados, maximales o alguna otra) con la cual se obtenga un subconjunto
de SCF que permita describir al conjunto de todos los SCF.

2 Conceptos preliminares

En esta tesis nos enfocaremos en los grafos etiquetados simples y no-dirigidos. En lo adelante cuando
se hable de grafo se asumen todas estas caracterı́sticas y en otro caso se especificará expĺıcitamente. La
definición formal de este tipo de grafos es la siguiente.

DEFINICIÓN 2.1 (GRAFO ETIQUETADO) Un grafo etiquetado simple y no-dirigido es una tétrada〈V, E,L, l〉,
donde

• V es un conjunto cuyos elementos son llamados vértices,

• E ⊂ {e |e ⊂ V, |e| = 2} es un conjunto cuyos elementos son llamados aristas1,

• L es el conjunto de etiquetas y

• l : V ∪ E → L es una funcíon que asigna etiquetas a los vértices y aristas del grafo.

Esta definicíon puede generalizarse a grafos parcialmente etiquetados si se incluye la etiqueta vacı́a ε.

DEFINICIÓN 2.2 (SUBGRAFO) SeanG1 y G2 dos grafos que comparten el mismo conjunto de etiquetasL
y la misma funcíon etiquetadoral. Se dice queG1 es subgrafo deG2 si V (G1) ⊆ V (G2), E(G1) ⊆ E(G2).
En este caso se utiliza la notaciónG1 ⊆ G2.

En los algoritmos para el minado de SCF, el conteo de la frecuencia de aparición de un subgrafo candidato
se realiza mediante pruebas de sub-isomorfismo.

DEFINICIÓN 2.3 (ISOMORFISMO YSUB-ISOMORFISMO) Se dice quef es un isomorfismo entre dos grafos
etiquetadosG1 y G2, si f : V (G1) → V (G2) es una funcíon biyectiva y

• ∀v ∈ V (G1), lG1(v) = lG2(f(v)),

• ∀(u, v) ∈ E(G1), (f(u), f(v)) ∈ E(G2) y lG1(u, v) = lG2(f(u), f(v)).

1Note que cada arista es un conjunto de vértice con cardinalidad dos.
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Un sub-isomorfismo deG1 a G2 es un isomorfismo deG1 a un subgrafo deG2.

El problema de determinar el isomorfismo entre dos grafos (etiquetados o no) es NP-duro (en Inglés
NP-hard) [35]. Una manera de abordar las pruebas de isomorfismo es utilizando las formas canónicas
para representar los grafos. Las formas canónicas ḿas usadas en minerı́a de grafos serán presentadas en
la seccíon 3.1. Los algoritmos Nauty [27] y Ullmann [39], han sido algoritmos muy usados para realizar
pruebas de isomorfismo y sub-isomorfismo respectivamente. Tanto estos algoritmos como otros que han sido
disẽnados posteriormente, han logrado reducir los tiempos de respuesta para algunas familias de grafos; no
obstante, siempre quedan casos donde la complejidad temporal es exponencial [12].

DEFINICIÓN 2.4 (CAMINO Y CICLO) Se dice queP = (v1, v2, . . . , vk) es un camino en el grafoG si
todo v́ertice deP est́a enV (G) y para cada par de v́erticesvi y vi+1 (consecutivos enP ) se cumple que
{vi, vi+1} ∈ E(G). En tal caso se dice quev1 y vk est́an conectados porP . Siv1 = vk se dice queP es un
ciclo.

DEFINICIÓN 2.5 (GRAFO CONEXO) Un grafoG es conexo si todo par de vértices enV (G) est́an conecta-
dos por alǵun camino.

DEFINICIÓN 2.6 (ÁRBOL LIBRE) Un árbol libre es un grafoG conexo y sin ciclos.

Cuando en uńarbol libre se selecciona un vértice como ráız entonces se tiene uńarbol enraizado. En
adelante se utilizará el t́erminoárbol para referirse a lośarboles enraizados.

DEFINICIÓN 2.7 (RELACIÓN PADRE-HIJO EN ÁRBOLES ENRAIZADOS) SeaT unárbol enraizado conv0 ∈
V (T ) seleccionado como raı́z yv, u ∈ V (T ) dos v́ertices cualesquiera deT . Se dice quev es padre deu si
{v, u} ∈ E(T ) y el camino que une av conv0 est́a completamente contenido en el camino que une au con
v0. En ese caso se dice queu es un hijo dev.

DEFINICIÓN 2.8 (FRECUENCIA OSOPORTE) SeaD = {G0, G1, . . . , Gm−1} un conjunto de grafos, un
umbral de frecuenciaδ y un grafog. La frecuencia de aparición (algunos autores utilizan el término
soporte) deg enD que denotaremosσ(g, D), se define como la cantidad de grafosGi ∈ D tales que existe
un sub-isomorfismo deg a Gi. Se dice que un grafog es frecuente enD, si σ(g, D) ≥ δ.

La mineŕıa de SCF sobre una colección D puede ser definida como el problema de encontrar todos los
subgrafos conexosg enD tales queσ(g, D) ≥ δ.

DEFINICIÓN 2.9 (GRAFO FRECUENTE CERRADO) Seag un grafo frecuente enD. Se dice queg es fre-
cuente cerrado enD, si no existeg′ tal queg ⊂ g′ y σ(g, D) = σ(g′, D).

El conjunto de los SCF cerrados (SCFC) en una colección D, es por lo general ḿas pequẽno que el
conjunto de todos los SCF. Es por eso que en algunas aplicaciones resulta importante enfocar la búsqueda
hacia los SCFC en lugar de encontrar todos los SCF.

DEFINICIÓN 2.10 (GRAFO FRECUENTE MAXIMAL) Seag un grafo frecuente enD. Se dice queg es fre-
cuente maximal enD, si no existeg′ tal queg ⊂ g′ y g′ es frecuente.

Como los SCF maximales (SFCM) no están incluidos en ninǵun otro SCF entonces los SCFM también
son cerrados. Enfocar la minerı́a a encontrar los SFCM reducirı́a aun ḿas el ńumero de patrones encontrados
respecto a los tipos de minerı́a anteriormente mencionados.
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3 Trabajo relacionado

En [15], los algoritmos para la minerı́a de SCF se clasificaron, de acuerdo a la estrategia de generación
de candidatos, en dos grupos: los basados en Apriori y los basados en crecimiento de patrones. No obstante,
existen otros aspectos que pueden incidir en la calidad de un algoritmo para la minerı́a de SCF; por ejemplo,
las formas cańonicas utilizadas para representar los candidatos y las estructuras utilizadas para el conteo de
soporte. En la sección 3.1 se detallan algunas de las formas canónicas ḿas utilizadas en este tipo de minerı́a.
Aspectos esenciales sobre las estructuras usadas para el conteo de soporte son presentadas en la sección 3.3.

3.1 Formas cańonicas para grafos etiquetados

La idea central es construir una secuencia de sı́mbolos que identifique de maneraúnica a cada grafo.
Estos śımbolos describen la topologı́a del grafo y el valor de etiquetas.

Para construir estas secuencias se requiere un ordenamiento de los vértices del grafo. Este ordenamiento
puede hacerse ya sea mediante la búsqueda déarboles de cobertura (en Inglésspanning trees) o realizando
alguna permutación aleatoria de dichos vértices. Existiŕan entonces, muchas formas de realizar este orde-
namiento y esto hace ḿas complejo el hecho de definir tales secuencias. Mediante formas canónicas es
posible construir una descripción única de cada grafo. Esto se realiza seleccionando entre todas las posibles
secuencias que representan un grafo, aquella que se distinga por cumplir ciertos cánones o caracterı́sticas es-
peciales, seǵun criterios de orden lexicográfico entre los śımbolos. En las siguientes secciones se presentan
ejemplos concretos de cómo lograr estas secuencias.

La propiedad del prefijo plantea que:cada prefijo v́alido de una forma cańonica es la forma cańonica
del subgrafo que representa. Esta propiedad garantiza la completitud de los resultados ya que cada grafo
podŕa ser generado al menos una vez. Si una forma canónica cumple la propiedad del prefijo entoncesésta
podŕa ser utilizada en minerı́a de subgrafos frecuentes por crecimiento de patrones (ver sección 3.2.1). En
las siguiente secciones se muestran dos formas canónicas que cumplen esta propiedad: la codificación DFS
y la codificacíon BFS. Tambíen se incluye un ejemplo de forma canónica que no cumple con esta propiedad
en la manera estricta en que está planteada; sin embargo, pudo ser utilizada en minerı́a de grafos utilizando
otros mecanismos para garantizar la completitud.

Las formas cańonicas son utilizadas fundamentalmente por los algoritmos de minerı́a de SCF que están
basados en el crecimiento de patrones. En la minerı́a de conjuntos frecuentes, por ejemplo, es trivial ase-
gurar que el mismo conjunto es verificado sólo una vez. Sin embargo, en la minerı́a de grafośeste es un
problema medular. La razón es que el mismo subgrafo puede ser obtenido por crecimiento en diversas vı́as,
adicionando los mismos vértices y aristas en diferentesórdenes.

La deteccíon de duplicados puede hacerse manteniendo una estructura de datos con los grafos ya anal-
izados y mediante ḿultiples comprobaciones sobre dicha estructura. Esta variante garantiza validez en los
resultados pero puede ser devastador para los tiempos de ejecución y consumo de memoria. Es por eso que
se ha hecho tradicional el uso de las formas canónicas en el recorrido del espacio de búsqueda.

Las formas cańonicas vistas como secuencias pueden ser ordenadas lexicográficamente de acuerdo con
el valor nuḿerico o etiqueta de cada sı́mbolo. El espacio de b́usqueda en los algoritmos de minerı́a de SCF
es recorrido de acuerdo con este orden lexicográfico. Cuando aparece una secuencia en forma no-canónica
durante el recorrido del espacio de búsqueda, es porque la forma canónica del mismo grafo candidato ya fue
analizada en un paso anterior. Serı́a ideal que el algoritmo que se utilice para recorrer el espacio de búsqueda
eliminara toda posibilidad de generar formas no-canónicas, pero no se ha encontrado ninguna variante con
estas bondades y por tanto ha sido necesario comprobar para cada candidato si está en forma cańonica o no

5



[15].
Comprobar que un grafo está representado por su forma canónica puede ser una operación muy costosa en

tiempo, ya que se requiere enumerar exhaustivamente todas las posibles secuencias con el fin de seleccionar
de entre ellas aquella que es la secuencia canónica. En algunos casos es posible diseñar heuŕısticas que
permiten reducir el ńumero de comprobaciones [6].

3.1.1 Codificacíon CAM

La estructura de un grafo etiquetado puede ser expresada usando matrices de adyacencia. A partir de esta
representación es posible definir una secuenciaúnica para representar dicho grafo.

DEFINICIÓN 3.1 (MATRIZ DE ADYACENCIA ) Dado un grafo etiquetadoG = 〈V, E,L, l〉 tal que|V | = n
y una permutacíon de los v́ertices enV = {v0, v1, . . . , vn−1}, la matriz de adyacencia deG respecto a
dicha permutacíon esX = (xi,j)n−1

i,j=0 donde:

xi,j =





l(vi) si i = j
l(e) si e = {vi, vj} ∈ E
ε si {vi, vj} /∈ E

. (1)

El código deG usandoX ha sido definido de varias maneras. En esta sección explicaremos dos maneras
de construir este ćodigo. La primera variante ubica primero las etiquetas de los vértices y luego adiciona
las filas de la submatriz estrictamente triangular inferior (la matriz triangular inferior excluyendo la diago-
nal) (2). Esta forma de codificación fue usada por Inokuchiet al. [22, 23] y por Honget al. [17] para la
mineŕıa de subgrafos frecuentes.

codeA(X) = x0,0x1,1 . . . xn−1,n−1x1,0x2,0x2,1x3,0x3,1x3,2 . . . xn−1,n−2. (2)

Otra variante fue utilizada por Huanet al. en el algoritmo FFSM el cual es uno de los algoritmos más
prominentes dentro de la minerı́a de SCF [19]. En FFSM el código se construye concatenando las filas de
la submatriz triangular inferior (3).

codeB(X) = x0,0x1,0x1,1x2,0x2,1x2,2 . . . xn−1,n−1. (3)

Un mismo grafo puede tener varias matrices de adyacencia ya que existe una dependencia con el orden de
los vértices que se utiliźo durante la construcción de la matriz. Caracterizar un grafo etiquetado requiere de
una representación que seáunica en dicho grafo y en todos aquellos que son isomorfos conéste. Es por eso
que se define la matriz de adyacencia canónica (CAM por sus siglas en InglésCanonical Adjacency Matriz)
a partir del ćodigo de la matriz.

Dos ćodigos que representen al mismo grafo siempre tendrán el mismo tamãno en cuanto a la cantidad
de śımbolos que componen la secuencia. Estos códigos podŕan ser comparados lexicográficamente teniendo
en cuenta el orden de las etiquetas.

Algunos autores han definido la CAM de un grafoG como la matriz de adyacencia que da lugar al código
lexicogŕaficamente mayor entre todos los posibles códigos de las matrices de adyacencia asociadas conG
[23, 17, 19]. Aunque, en otro trabajo se utilizó la matriz que logra el ćodigo lexicogŕaficamente menor entre
tales ćodigos [22]. Por la forma en que fueron definidas estas secuencias, si dos códigos que representan un
mismo grafo son iguales entonces fueron construidos a partir de la misma matriz de adyacencia. Por tanto,
cuando ocurre un empate al encontrar el código lexicogŕaficamente mayor (o menor) es porque se está en
presencia de la misma matriz CAM.
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Table 1. Ejemplos de c ódigos DFS para los árboles DFS de la Fig. 1.
Árbol DFS Código DFS

T0 (0,1,A,-,A)(1,2,A,-,C)(2,0,C,-,A)(2,3,C,-,D)(3,1,D,-,A)(3,4,D,-,C)
T1 (0,1,A,-,C)(1,2,C,-,D)(2,3,D,-,C)(2,4,D,-,A)(4,0,A,-,A)(4,1,A,-,C)
T2 (0,1,C,-,D)(1,2,D,-,C)(1,3,D,-,A)(3,0,A,-,C)(3,4,A,-,A)(4,0,A,-,C)

3.1.2 Codificacíon DFS

Para representar un grafo etiquetado mediante unaúnica secuencia de aristas, se diseñó una forma cańonica
llamada codificacíon DFS (por sus siglas en InglésDepth First Search) [48]. Esta secuencia es conocida
como ćodigo DFS ḿınimo.

Árboles DFS. Un árbol DFST puede ser construido cuando se realiza un recorrido en profundidad en
un grafoG = 〈V, E,L, l〉. El grafoG puede tener variośarboles DFS porque casi siempre existe más de
un recorrido en profundidad (ver Fig. 1). Cadaárbol define un orden entre todos los vértices del grafo; por
tanto, podemos enumerar cada vértice de acuerdo a este orden DFS. La raı́z deT seŕa enumerada cońındice
0 ya que es el primer v́ertice en el orden DFS. Elúltimo vértice en dicho orden corresponde alVértice ḿas a
la derechadeT . Por ejemplo en la Fig. 1, los vértices enumerados con0 y 4 constituyen la ráız y el vértice
más a la derecha en cada uno de losárbolesT0, T1, T2, . . . respectivamente. El camino directo desde la
ráız hasta el v́ertice ḿas a la derecha es llamado laRama ḿas a la derecha.

El conjunto de aristas hacia adelanteF (T ) de unárbol DFST en un grafoG contiene todas las aristas de
G que est́an enT , y el conjunto de aristas hacia atrásB(T ) contiene las aristas deG que no est́an enT . Por
ejemplo en la Fig. 1, las aristas hacia adelante están representadas mediante lı́neas śolidas y en las aristas
hacia atŕas con ĺıneas punteadas.

Figure 1. Ejemplos de árboles DFS para el grafo G.

Códigos DFS. Un código DFS es una secuencia de aristas construida a partir de unárbol DFS. Esta
secuencia es obtenida ordenando las aristas enF (T ) de acuerdo con el orden DFS. Luego, las aristas hacia
atŕas desde un v́erticev son insertadas justo delante de las aristas hacia adelante desdev; si v tiene varias
aristas hacia atrás,éstas son incluidas de acuerdo con el orden DFS de sus vértices terminales. La Tabla 1
muestra ejemplos de códigos DFS para lośarboles DFS de la Fig. 1. Estas consideraciones para construir la
secuencia definen un orden lexicográfico (≺e) entre dos aristas cualesquiera.

Cada arista es representada por una 5-tupla,(i, j, li, l(i,j), lj) dondei y j son losı́ndices de los v́ertices
(origen y destino respectivamente),li y lj son las etiquetas de tales vértices, yl(i,j) es la etiqueta de la arista.
Si i < j entonces estamos en presencia de una arista hacia adelante; de otro modo es una arista hacia atrás.
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Orden lexicográfico DFS. Si e1 = (i1, j1, . . .) y e2 = (i2, j2, . . .), la relacíon de ordene1 ≺e e2 se
cumple si y śolo si se cumple una de las siguientes condiciones:

• i1 < j1 ∧ i2 < j2 ∧ (j1 < j2 ∨ (j1 = j2 ∧ i1 > i2));

• i1 ≥ j1 ∧ i2 ≥ j2 ∧ (i1 < i2 ∨ (i1 = i2 ∧ j1 < j2));

• i1 ≥ j1 ∧ i2 < j2 ∧ i1 < j2;

• i1 < j1 ∧ i2 ≥ j2 ∧ j1 ≤ i2;

• i1 = i2 ∧ j1 = j2 ∧ e1 ≺l e2.

El orden lexicogŕafico considerando las etiquetas (≺l) compara las aristase1 y e2 respecto a laśultimas
tres componentes de cada 5-tupla. Para determinar el orden entre dos aristas, la etiquetali tiene prioridad,
luegol(i,j), y finalmentelj .

El orden≺e puede ser extendido a un orden lexicográfico (≺s) entre ćodigos DFS. Seans1 = (a1, a2, . . . , am)
y s2 = (b1, b2, . . . , bn) dos ćodigos DFS. Decimos ques1 ≺s s2 si se cumple una de las siguientes condi-
ciones:

∃t,∀k < t, ak = bk, y at ≺e bt; (4)

m < n y ∀k ≤ m, ak = bk. (5)

Código DFS ḿınimo. El código DFS ḿınimo deG es definido como el menor código DFS, respecto al
orden≺s, entre todos los posibles códigos deG; a este ćodigo lo denotaremos por minDFS(G).

Por ejemplo entre los códigos DFS de la Tabla 1 se tiene que: Code(T0)≺s Code(T1)≺s Code(T2).
Ahora, para encontrar minDFS(G) es necesario generar todos los posibles códigos DFS paraG y seleccionar
entre ellos el menor posible. Es por eso que comprobar que un código DFS es ḿınimo tiene un gran costo
computacional. Por ejemplo, para un grafo denso esta comprobación tiene complejidad computacional
O(n!).

Este tipo de forma canónica fue introducida por Yan y Han [48] y ha sido utilizada en varios trabajos de
mineŕıa de SCF [41, 43, 14].

3.1.3 Codificacíon BFS

Otra codificacíon basada en recorridos en amplitud, usada para caracterizar un grafo etiquetado mediante
una secuencia de sı́mbolos, es llamada código BFS ḿınimo (por sus siglas en InglésBreadth First Search).

Árboles BFS. Un árbol BFST es construido cuando se realiza un recorrido en amplitud en un grafo
G = 〈V,E, L, l〉. El grafoG puede tener variośarboles BFS porque casi siempre existe más de un recorrido
en amplitud. Estéarbol T define un orden para los vértices deG, dado por el momento en que fueron
visitados durante el recorrido. Este orden es llamado orden BFS. A cada vértice se le puede asignar un
ı́ndice entre0 y |V | − 1 de acuerdo con dicho orden. La raı́z deT tendŕa asignado eĺındice0.

De igual manera que se hizo en la codificación DFS, el conjunto de aristas hacia adelanteF (T ) contiene
todas las aristas deG que est́an enT , y el conjunto de aristas hacia atrásB(T ) contiene las aristas deG que
no est́an enT .

Códigos BFS. El código BFS asociado con elárbolT es una secuencia de sı́mbolos (́ındices o etiquetas).
El primer elemento de esta secuencia es la etiqueta del nodo raı́z enT . Este ćodigo se va construyendo
durante el recorrido en amplitud que originó aT . Las aristas hacia atrás desde cada vérticev son visitadas
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Figure 2. Ejemplos de árboles BFS para el grafo G.

Table 2. Ejemplos de c ódigos BFS para los árboles BFS de la Fig. 2.
Árbol BFS Código BFS

T0 A(0,-,A,1)(0,-,C,2)(1,-,C,2)(1,-,D,3)(2,-,D,3)(3,-,D,4)
T1 A(0,-,C,1)(0,-,A,2)(1,-,A,2)(1,-,D,3)(2,-,D,3)(3,-,D,4)
T2 C(0,-,D,1)(1,-,C,2)(1,-,A,3)(2,-,A,3)(2,-,A,4)(3,-,A,4)

antes que las aristas hacia adelante que parten dev. Toda vez que una arista es visitada, un fragmento de
longitud cuatro es ãnadido a la secuencia, este fragmento tiene la formai0evid dondee es la etiqueta de
la arista,v la etiqueta del v́ertice destino,i0 es elı́ndice del nodo origen eid es elı́ndice del nodo destino
(i0 < id). La Tabla 2 muestra ejemplos de códigos BFS para lośarboles BFS de la Fig. 2. De manera
resumida, un ćodigo BFS puede ser descrito por la siguiente expresión regular:

v[i0evid]m, (6)

dondem = |E(G)|.
Código BFS ḿınimo. Todos los posibles códigos BFS del grafoG pueden ser comparados entre sı́

lexicogŕaficamente. El menor entre estos códigos es llamado el código BFS ḿınimo y lo denotaremos
minBFS(G).

Este tipo de forma canónica fue utilizada por el algoritmo MoFa [7] y fue presentada formalmente por
Borgelt [6].

3.2 Minerı́a de subgrafos conexos frecuentes

En esta sección se presentan diferentes algoritmos para la minerı́a de SCF.

3.2.1 Algoritmos basados en Apriori

Los algoritmos basados en Apriori, comparten caracterı́sticas similares con el Algoritmo Apriori para minar
conjuntos frecuentes [2]. Todos estos algoritmos requieren de una operaciónFUSIÓN(en IngĺesJOIN) para
mezclar dos subgrafos y obtener subgrafos candidatos de tamaño mayor. Estos algoritmos se diferencian
entre śı casi siempre por los elementos que son usados para medir el tamaño (cantidad de elementos) de cada
subgrafo: v́ertices [22, 23], aristas [26], y caminos con aristas disjuntas [40]. En el contexto de la minerı́a
de SCF, los algoritmos basados en Apriori tienen dos grandes dificultades relacionadas con la operación
FUSIÓN: (1) es computacionalmente compleja en tiempo y (2) genera muchos candidatos.
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Algoritmo 1 : SCF-Apriori (D, δ, Sk, S)
Entrada: D - conjunto de grafos,δ - umbral de frecuencia ḿınima,
Sk - Conjunto de subgrafos conexos frecuentes de tamañok.
Salida: S - Conjunto de todos los subgrafos conexos frecuentes

S ← S ∪ Sk;1

Sk+1 ← ∅;2

foreachsubgrafo frecuentegi ∈ Sk do3

foreachsubgrafo frecuentegj ∈ Sk do4

foreachsubgrafo de tamãnok + 1: g ∈ FUSIÓN(gi, gj) do5

if σ(g, D) ≥ δ then Sk+1 ← Sk+1 ∪ {g};6

end7

end8

end9

if Sk+1 6= ∅ then10

SCF-Apriori (D, δ, Sk+1, S);11

end12

Figure 3. Esquema general del paradigma Apriori.

El algoritmo 1 muestra una descripción general de los algoritmos basados en Apriori. En cada llamado
recursivo del algoritmo, el tamaño de los nuevos SCF descubiertos es incrementado en uno respecto al
llamado anterior. El proceso de generación de candidatos es mostrado en la lı́nea 5 y se realiza mediante
la operacíon FUSIÓN. Para invocar este algoritmo por primera vez es necesario calcularS1 (el conjunto de
SCF de tamãno 1) en un procedimiento aparte (dependiendo de las especificaciones de cada algoritmo).

Como ya se mencionó, el primer algoritmo disẽnado para la minerı́a de SCF fue FSG [26], aunque hubo
un trabajo previo a este que no tenı́a en cuenta la conexidad [22]. Ambos modelos son basados en Apriori.
En FSG el tamãno de los grafos está determinado por el número de aristas. Dos grafos de tamaño k se
pueden fusionar cuando comparten un mismo subgrafo de tamaño k − 1 llamado ńucleo (en Ingĺescore) y
se diferencian en una sola arista. Esta fusión es muy compleja para los candidatos de mayor tamaño, aunque
genera menos candidatos que la variante del algoritmo AGM.

Tanto AGM como sus posteriores adaptaciones para la minerı́a de SCF (AcGM [23], Topology [17], Gen-
eralized AcGM [21]) miden el tamaño de los grafos contando el número de v́ertices. Los grafos candidatos
son representados mediante su CAM y esta representación es usada para la generación de candidatos. Para
que dos grafos de tamaño k se puedan fusionar es necesario que ambas CAM tengan igual submatriz prin-
cipal de tamãnok − 1, en otro caso el resultado de la fusión es el conjunto vacı́o. Esto significa que ambos
grafos deben compartir un subgrafo de tamañok−1 y diferenciarse en un solo vértice. Los grafos de tamaño
k + 1 resultantes de la fusión contienen el subgrafo común y los dos v́ertices que diferencian los grafos. La
arista que pudiera unir a estos dos vértices es la que diferencia a los nuevos grafos generados y es el motivo
del alto ńumero de candidatos que hay que procesar.

Otra variante muy interesante para la generación de candidatos basándose en caminos disjuntos, es el
algoritmo PATH-BASED [40]. En este algoritmo el tamaño de un grafo está dado por la cantidad de caminos
disjuntos que tiene. Un grafo candidato de tamañok + 1 es generado a partir de dos grafos de tamañok que
solo se diferencian en uno de los caminos disjuntos.
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Algoritmo 2 : SCF-Crecimiento (g, D, δ, S)
Entrada: g - un grafo frecuente,D - conjunto de grafos,δ - umbral de frecuencia ḿınima.
Salida: S - Conjunto de todos los subgrafos conexos frecuentes

if g ∈ S then return ;1

S ← S ∪ {g};2

Eg ← Conjunto de aristase tales que exista enD la extensíong ¦ e;3

foreache ∈ Eg do4

if σ(g ¦ e,D) ≥ δ then SCF-Crecimiento (g ¦ e, D, δ, S);5

end6

Figure 4. Esquema general del paradigma crecimiento de patrones.

3.2.2 Algoritmos basados en crecimiento de patrones

Un grafog puede ser extendido adicionándole una nueva aristae. Hay dos formas de realizar esta extensión
en dependencia de que la arista esté compuesta por: (1) dos vértices deg, o (2) un v́ertice eng y un vértice
nuevo. El grafo resultante de esta extensión se denota comog ¦ e.

El esquema de los algoritmos basados en crecimiento de patrones se describe de forma general en el
Algoritmo 2.

La generacíon de candidatos en este paradigma está basada en la operación de extensión. Se han disẽnado
varias estrategias utilizando diferentes formas canónicas de grafos (ver sección 3.1), pero en todas es nece-
sario tener en cuenta la existencia de duplicados. En muchos casos la eficiencia de un algoritmo está fuerte-
mente ligada a disminuir el número de duplicados.

Algoritmo gSpan. El primer algoritmo de minerı́a de SCF basado en el crecimiento de patrones fue
gSpan (por sus siglas en Inglésgraph-based Substructure pattern mining) [48]. Este trabajo introduce la
codificacíon DFS como una prometedora forma canónica para representar grafos etiquetados en la minerı́a
de grafos [33] y se propone un algoritmo no tan exhaustivo para la detección de duplicados. La definición 3.2
nos permite entender el espacio de búsqueda en gSpan.

DEFINICIÓN 3.2 (EXTENSIÓN MÁS A LA DERECHA) Seas un ćodigo DFS ḿınimo ye una arista que no
pertenece as. Se dice quee es una extensión ḿas a la derecha des si e conecta al v́ertice ḿas a la derecha
con otro v́ertice en la rama ḿas a derecha des (extensíon hacia atŕas); o e introduce un nuevo v́ertice
conectado a un v́ertice de la rama ḿas a derecha des (extensíon hacia adelante). En tales casos, el código
s′ = s ¦ e denotaŕa al código obtenido luego de extender as cone; se dice ques′ es un hijo des o ques es
el padre des′.

El espacio de b́usqueda en gSpan es definido como unárbol que en sus nodos contiene códigos DFS y
el concepto de padre-hijo viene dado por la definición 3.2. Como la codificación DFS cumple la propiedad
del prefijo (ver sección 3.1) entonces cada código DFS ḿınimo (de longitudm, m > 1) es un hijo de alǵun
otro ćodigo DFS ḿınimo (de longitudm− 1); es decir, recorriendo el espacio de búsqueda para cada arista
frecuente (ćodigo de longitud1) enD se logra completitud en la búsqueda. Eĺarbol del espacio de búsqueda
tiene que ser podado a partir de cualquier nodo que contenga un código DFS no-ḿınimo. Cada ćodigo no-
-mı́nimo representa un candidato duplicado ya que el código DFS ḿınimo del grafo asociado debe haberse
generado anteriormente, pues los códigos DFS se generan ascendentemente en el orden lexicográfico.
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Todos los algoritmos basados en crecimiento de patrones generan duplicados durante el recorrido del
espacio de b́usqueda. En gSpan, los candidatos duplicados son aquellos códigos DFS que son no-mı́nimos.
Como se ha dicho anteriormente, para comprobar la minimalidad o no-minimalidad de un código DFS
se requieren pruebas exhaustivas con un alto costo computacional. Para comprobar si un código DFSs es
mı́nimo o no, gSpan propone su propio algoritmo el cual es computacionalmente más eficiente que la prueba
exhaustiva. Se generan aquellos prefijos de códigos DFS que son menores o iguales que el correspondiente
prefijo ens. Si alǵun prefijo de estos es menor estricto ques, entoncess es un ćodigo no-ḿınimo y la prueba
concluye. Como se puede ver esta prueba de minimalidad sigue siendo exhaustiva y computacionalmente
costosa; por ejemplo, en los casos cuando este prefijo es encontrado tardı́amente o cuando el código s es
realmente ḿınimo.

El esquema del algoritmo gSpan ha sido utilizado como punto de partida para diseñar algoritmos ḿas
eficientes o mejor adaptados a condiciones especı́ficas de aplicación. El algoritmo CloseGraph fue presen-
tado como una adaptación de gSpan para la minerı́a de SCFC [47]. En otro trabajo, una estructura llamada
ADI (por sus siglas en InglésAdjacency Index) es utilizada para incrementar la capacidad de procesamiento
de gSpan [41]. Con el uso de esta estructura fue posible procesar conjuntos de datos de gran tamaño los
cuales no pod́ıan ser cargados en memoria por los algoritmos conocidos hasta entonces. El algoritmo Edgar
(Embeding-basedgraph miner) introduce mejoras en gSpan mediante técnicas de optimización de ćodigos y
una estrategia de poda en el espacio de búsqueda basada en estructuras de correspondencias [43]. Estos dos
últimos trabajos no modificaron el esquema general de gSpan para la generación del espacio de búsqueda.

Recientemente, se han descubierto nuevas propiedades de la codificación DFS y esto ha permitido mod-
ificar en mayor medida el esquema general del algoritmo gSpan para obtener mejores resultados. En el
algoritmo FSP (por sus siglas en InglésFrequent Substructure Pattern mining) se introdujo el concepto de
código DFS balanceado y se estudió la estructura del espacio de búsqueda basándose en propiedades de las
extensiones ḿas a la derecha [14].

Otros ejemplos de algoritmos desarrollados bajo el paradigma de crecimiento de patrones son MoFa [7],
FFSM [19] y Gaston [31]. Estos junto a gSpan pueden ser considerados como la base de todos los trabajos
desarrollados en la minerı́a de SCF bajo este paradigma.

Estos tres algoritmos (MoFa, FFSM y Gaston), mantienen en memoria estructuras de correspondencias
(EC) que permiten realizar un conteo eficiente de la frecuencia de los candidatos. La implementación
original de gSpan utiliza listas de identificadores (LI) y por eso necesita de algoritmos para las pruebas
de sub-isomorfismo que permiten localizar a un candidato dentro de los grafos deD incluidos en LI. Los
algoritmos que usan EC no necesitan realizar las pruebas de sub-isomorfismo, pero ocupan más espacio en
memoria que las LI (sobre todo en los candidatos de tamaño menor). En la sección 3.3 abordaremos un
poco ḿas sobre las estructuras de datos y estrategias que se han utilizado para realizar el conteo de soporte.

Algoritmo MoFa. El algoritmo MoFa (por sus siglas en Inglésmining Molecular Fragments) fue inspi-
rado en el algoritmo Eclat [52] para minar conjuntos frecuentes. Este algoritmo utiliza la codificación BFS
para representar los candidatos. MoFa brinda muchas funcionalidades para su aplicación en conjuntos de
datos moleculares, sin embargo ha mostrado demoras en los tiempos de respuesta en estudios comparativos
realizados previamente [44]. Es por eso que se propuso un modelo hı́brido entre MoFa y FSG que per-
mite reducir el costo de mantener las EC para los candidatos de menor tamaño [28]. El esquema de MoFa
tambíen fue utilizado para la minerı́a de SCFC introduciendo novedosas estrategias para podar el espacio de
búsqueda [9].

Recientemente, se realizaron experimentos con MoFa para comparar dos formas de evitar los duplicados
[8]. Como se ha visto anteriormente, comprobar que un candidato está representado en su forma canónica
es una forma de garantizar queéste no es un duplicado. Otra forma de hacer esta comprobación es mantener
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una estructura de datos (tabla Hash) con todos los subgrafos que ya han sido procesados y consultarla toda
vez que un nuevo candidato es enumerado. En dicho trabajo, Borgelt y Fiedler mostraron que el hecho de
ajustar la funcíon Hash en la segunda variante puede implicar ligeras mejoras en el tiempo para minar SCF
con respecto al uso de formas canónicas.

Algoritmo FFSM. El algoritmo FFSM (por sus siglas en InglésFast Frequent Subgraph Mining) es un
método que mezcla ideas de ambos paradigmas (Apriori y crecimiento de patrones). La codificación CAM
es utilizada por este algoritmo para representar los grafos etiquetados. Este algoritmo restringe notablemente
el número de posibles extensionesg ¦ e, de tal modo que no se garantiza la completitud de los resultados.
Esto no es un problema porque el resto de los candidatos son generados mediante una operación FUSIÓN,
ańaloga a la del paradigma Apriori. A partir de FFSM se diseñó el algoritmo SPIN (por sus siglas en Inglés
Spanning tree based graph mining) [20] el cual se enfoca a la minerı́a de los SCFM.

Un algoritmo llamado FSMA, muy parecido a FFSM, fue publicado recientemente por Wu y Chen [45].
Este algoritmo propuso utilizar Matrices de Incidencias en lugar de las Matrices de Adyacencias usadas por
FFSM. Con este nuevo tipo de matrices se redujo el costo en la detección de duplicados.

Algoritmo Gaston. El algoritmo Gaston (por sus siglas en InglésGraph/sequence/tree extraction) es
considerado por muchos autores el más eficiente entre los cuatro algoritmos de minerı́a de SCF ḿas renom-
brados (gSpan, MoFa, FFSM y Gaston). No obstante estudios comparativos posteriores han mostrado que
esta supremacı́a no es absoluta [44, 33]. En Gaston se utilizan ideas anteriormente desarrolladas para la
búsqueda de subestructuras más simples (caminos ýarboles) antes de buscar los subgrafos frecuentes con ci-
clos. Primero se detectan los subcaminos frecuentes,éstos se usan para formar subárboles (grafos acı́clicos)
y finalmente se generan los subgrafos cı́clicos.

3.3 Estructuras de datos para indexar la colección de grafos

En los algoritmos de minerı́a de patrones frecuentes, el conteo de frecuencia es uno de los procesos
fundamentales. Las pruebas de sub-isomorfismo en la minerı́a de SCF, hacen que este proceso sea crı́tico.
Para este tipo de minerı́a es pŕacticamente imprescindible el uso de estructuras de datos que indexen la
coleccíon de grafos; de este modo, es posible optimizar algunos procesos dentro de la búsqueda como el
conteo de soporte. Otra manera de clasificar los algoritmos existentes para minar SCF toma en cuenta las
estructuras de datos que utiliza para indexar la colección de grafos. Han existido cuatro tendencias: (1)
búsqueda exhaustiva, (2) usando lista de identificadores, (3) usando estructuras de correspondencias, e (4)
h́ıbridos entre (2) y (3).

(1) Búsqueda exhaustiva:consiste en que dado un candidatog, es necesario recorrerD para encontrar
cuántos grafosGi contienen al menos un sub-isomorfismo deg aD. Por el costo computacional asociado a
las pruebas de sub-isomorfismo esta variante solo es funcional para candidatos de tamaño muy pequẽno. La
ventaja que tiene este método es que no necesita memoria adicional para realizar el conteo durante el proceso
de generación de candidatos. La búsqueda exhaustiva sólo ha sido utilizada en variantes simplificadas de los
algoritmos existentes para bases de datos pequeñas, casi siempre utilizando el algoritmo de Ullmann [39]
para las pruebas de sub-isomorfismo. En esta variante no se utilizan estructuras de datos para indexar la
coleccíon.

(2) Listas de identificadores:(LI) consiste en mantener para cada grafo generadog, una lista con los
identificadoresi de los grafosGi que contienen al menos un sub-isomorfismo deg a Gi. Esta variante no
elimina las pruebas de sub-isomorfismo pero reduce el número déestas notablemente. El proceso de man-
tener las listas en estado consistente no requiere de gran poder de cómputo; la lista de un nuevo candidato
puede obtenerse fácilmente a partir de las listas de los grafos que le dieron origen durante el proceso de gen-
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eracíon. Para almacenar dichas listas se requiere de memoria adicional pero no tanta como en las estructuras
de correspondencias. Los algoritmos FSG, Topology y gSpan, usan este tipo de estructuras.

(3) Estructuras de correspondencias:(EC) consiste en mantener para cada grafo generadog, estruc-
turas que indexen todas las ocurrencias deg enD. Nótese queg puede ocurrir ḿas de una vez en algunos
Gi ∈ D. Las EC requieren mucho ḿas espacio en memoria que las LI, pero eliminan por completo las
pruebas exhaustivas de sub-isomorfismo. Este tipo de estructuras se ha usado conéxito en los algoritmos
AcGM, FFSM, MoFa, Gaston y en algunas modificaciones de gSpan como Edgar y ADI.

(4) Hı́bridos: consiste en utilizar LI durante el procesamiento de los candidatos de menor tamaño y a
partir de cierto tamãno empezar a usar las EC. Las EC requieren mucha más memoria en los candidatos
pequẽnos, ya quéestos pueden ocurrir en muchas partes dentro de los grafos deD. Es conocido que las
pruebas de sub-isomorfismo son menos costosas en los candidatos de menor tamaño. Esto justifica el uso
de la variante (2) para empezar la búsqueda y luego continuar con la variante (3). Para un mejor diseño de
estas variantes, surge la siguiente pregunta: ¿Cómo seleccionar el tamaño de los candidatos entre las dos
variantes?; que es equivalente a la pregunta: ¿A partir de qué momento las pruebas de sub-isomorfismo se
hacen lo suficientemente costosas para que sea preferible mantener las EC en memoria?. En [28] se propone
usar una variante de este tipo que permite reducir notablemente los tiempos de ejecución del algoritmo
MoFa.

3.4 Colecciones de grafos usadas internacionalmente

Las bases de datos bioquı́micas, en especial los conjuntos de moléculas, constituyen uno de los principales
campos de aplicación de la mineŕıa de SFC sobre grafos etiquetados. Estas colecciones de grafos han sido
usadas para evaluar el desempeño de los algoritmos de minerı́a de SFC. En la Tabla 3, se describen algunas
de las colecciones ḿas citadas dentro de esta temática.

La coleccíon PTE [36] es la base de datos más pequẽna que usaremos en este trabajo. Esta contiene
solamente 337 grafos que representan moléculas utilizadas en competencias internacionales de verificación
toxicológica predictiva [36]. Esta colección se caracteriza por tener una enorme cantidad de SCF a pesar
de su pequẽno tamãno; por ejemplo, posee 136981 patrones frecuentes (SCF) tomando como umbral de
frecuencia el2% del tamãno de la coleccíon.

Entre las bases de datos de mediano tamaño encontramos CAN2DA992 y HIV3. La coleccíon CAN2DA99
contiene la representación en forma de grafo de32557 moléculas presentes en Tumores Cancerı́genos mien-
tras que en HIV se incluye la información referente a42689 estructuras moleculares del Virus de Inmunod-
eficiencia Humana.

Para el estudio del desempeño de los algoritmos de minerı́a de grafos se han utilizado partes de la
coleccíon HIV que contienen las moléculas moderadamente activas (HIV-CM) y las moléculas activas (HIV-
CA). Como puede apreciarse en la Tabla 3, estas dos colecciones son pequeñas en cuanto a la cantidad de
grafos pero, al igual que PTE, poseen una gran cantidad de SCF.

La coleccíon NCI4 es la ḿas grande entre las bases de datos que tradicionalmente se utilizan en com-
paraciones de algoritmos de minerı́a de grafos. Los algoritmos de minerı́a de SCF que usan estructuras de
correspondencias (ver sección 3.3) necesitan demasiada memoria RAM para poder procesar dicha colección.

Además de estos conjuntos de grafos reales, se han estado usando colecciones artificiales producidas
por generadores automáticos. Uno de los generadores automáticos de grafos sintéticos ḿas usado es el

2http://dtp.nci.nih.gov/docs/cancer/cancerdata.html
3http://dtp.nci.nih.gov/docs/aids/aidsdata.html
4http://cactus.nci.nih.gov/ncidb2/download.html
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Table 3. Colecciones de grafos.
Coleccíon # de grafos promedio de aris-

tas por grafo
tamãno del
mayor grafo

# de etiquetas en
los vértices

PTE 337 26 213 66
HIV-CA 423 42 186 21
HIV-CM 1 083 34 234 27

CAN2DA99 32 557 28 236 69
HIV 42 689 27 234 58
NCI 237 771 22 276 78

propuesto por Kuramochi y Karypis [26]. Utilizar este tipo de colecciones artificiales permite estudiar el
comportamiento de los algoritmos manteniendo o variando algunas propiedades de la colección de grafos.

4 Motivación

A partir de lo expuesto en la sección 3, los algoritmos para la minerı́a de SCF han ido ganando en
eficiencia y aplicabilidad. Diversas estrategias han sido creadas para mejorar los procesos medulares en la
búsqueda de los SCF: la enumeración de los candidatos, la detección de duplicados y el conteo de frecuencia.

Sin embargo, los algoritmos existentes sólo pueden ejecutarse sobre colecciones de grafos de tamaño fijo
y limitado. En casi todos los casos se asume que la colección puede ser cargada en memoria RAM. Los
trabajos orientados a procesar grandes volúmenes de grafos (almacenables solamente en disco duro) son
muy pocos [41].

Incluso si se asume que la memoria RAM es suficientemente grande para almacenar las colecciones
de grafos, el costo computacional en tiempo de los algoritmos existentes sigue siendo alto. El desarrollo
de nuevas y mejores heurı́sticas para podar el espacio de búsqueda y hacer ḿas eficiente la detección de
duplicados sigue siendo una lı́nea de investigación abierta.

La formas cańonicas utilizadas por los algoritmos basados en crecimiento de patrones para representar
los candidatos han sido poco estudiadas para su uso en minerı́a de grafos. Trabajos recientes muestran que
śı es posible lograr mejores tiempos de ejecución utilizando propiedades de las formas canónicas [14].

El algoritmo Gaston [31] propuso estrategias prácticamente insuperables durante la enumeración de las
estructuras ḿas simples (caminos ýarboles). Para lograr esto explotó al máximo las propiedades de las
formas cańonicas que utiliźo para representar dichas estructuras. No obstante, este algoritmo muestra un
desempẽno todav́ıa mejorable en el paso de generar los grafos con ciclos.

La mineŕıa de SCFC, SCFM y otras variantes, sobre colecciones de grafos etiquetados, ha sido poco
estudiada. Es importante hacer notar el gran avance que se ha logrado en la minerı́a de este tipo de patrones,
sobre estructuras menos complejas como los conjuntos y las secuencias [15]. La minerı́a de grafos con estas
restricciones también resulta de gran utilidad ya que no siempre es posible para un usuario analizar el gran
volumen de SFC.

Es por eso que consideramos importante investigar sobre este tipo de minerı́a de datos.

5 Problema a resolver

Los algoritmos existentes para la minerı́a de SCF śolo logran tiempos de ejecución aceptables cuando
se ejecutan sobre colecciones de grafos de tamaño fijo y limitado. La identificacíon de los duplicados y
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las pruebas de sub-isomorfismo, durante el proceso de minerı́a, constituyen las tareas que más recursos
computacionales demandan.

6 Propuesta

6.1 Pregunta de investigacíon

¿Ćomo obtener mejores tiempos de respuesta en la minerı́a de SCF?

6.2 Objetivo general

Disẽnar dos algoritmos para la minerı́a de SCF, ḿas eficientes que los existentes en el estado del arte.

6.3 Objetivos particulares

1. Encontrar propiedades en las formas de representación de los grafos etiquetados que permitan:

(a) Reducir el costo computacional de determinar si una forma es canónica, aunque sea en algunos
casos.

(b) Optimizar el proceso de generación de candidatos en minerı́a de SCF.

2. Utilizar las propiedades encontradas en el objetivo 1 para diseñar un algoritmo para la minerı́a de
todos los SCF, que cumpla las siguientes condiciones:

(a) Reducir la posibilidad de duplicados respecto a los algoritmos existentes, durante el proceso de
enumeracíon de candidatos.

(b) Deteccíon de duplicados ḿas eficiente que en los algoritmos existentes.

3. Determinar una propiedad de interés (cerrados, maximales o alguna otra) en la minerı́a de SCF, que
cumpla las siguientes condiciones:

(a) El conjunto de los grafos que cumpla con esta propiedad debe ser más pequẽno en cardinalidad
que el conjunto de todos los SCF.

(b) A partir de los grafos que cumplan con esta propiedad es posible describir el conjunto de todos
los SCF.

4. Disẽnar un algoritmo para la minerı́a de los SCF que cumplan la propiedad de interés del objetivo 3.

6.4 Metodoloǵıa propuesta

1. Encontrar propiedades en las formas de representar los grafos etiquetadosútiles en la mineŕıa de
grafos.

(a) Estudio cŕıtico de las formas existentes de representar grafos etiquetados.

16



(b) Encontrarcondiciones suficientespara afirmar que una forma no es canónica. Estas condiciones
suficientes tienen que ser programables en tiempo de ejecución polinomial. Condiciones de este
tipo han sido propuestas por Hanet al. [14] para la codificacíon DFS.
De manera general, el problema de determinar si una forma es canónica o no requiere de una
prueba exhaustiva que tiene complejidad temporal exponencial [6]. Con estás condiciones sufi-
cientes seŕa posible determinar si una representación de un grafo no es canónica sin necesidad
de hacer la prueba exhaustiva.

(c) Encontrar propiedades del tipo:

Seanf1 y f2 dos codificaciones de sendos grafos. Si ya se conoce quef1 es cańonica
o no, entonces pudieran estudiarse “posibles relaciones” entref1 y f2 que permi-
tan reducir, o incluso eliminar, el costo computacional del proceso de caracterizarf2

(conocer si es cańonica o no) a partir del resultado que ya se conoce def1.

Este tipo de propiedades permite reutilizar cálculos anteriores para predecir resultados sin re-
alizar pruebas exhaustivas. No se conocen trabajos previos que utilicen propiedades comoéstas.
A este tipo de propiedades las llamaremoscondiciones de reutilizacíon.

2. Disẽnar un nuevo algoritmo para la minerı́a de todos los SCF, utilizando las propiedades encontradas
en el paso 1.

(a) Proponer una forma para la representación de grafos etiquetados y una estrategia eficiente para
recorrer el espacio de búsqueda. La selección de la forma de representación adecuada incide
sobre la eficiencia en la detección de duplicados y también sobre la eficacia del algoritmo que
recorre el espacio de búsqueda.

i) Estudio cŕıtico de los algoritmos de minerı́a de SCF haciendóenfasis en el recorrido del
espacio de b́usqueda.

ii) Proponer una forma para la representación de grafos etiquetados que nos permita recorrer
el espacio de b́usqueda reduciendo el costo de las pruebas de duplicados.

iii) Desarrollar un nuevo algoritmo para recorrer el espacio de búsqueda, utilizando las propiedades
del paso 1.

iv) Evaluacíon de los resultados mediante pruebas sobre bases de datos artificiales y com-
paracíon de los resultados.

(b) Proponer una estructura de datos para indexar la colección de grafos durante el recorrido del
espacio de b́usqueda.

i) Estudio cŕıtico de las estructuras de datos existentes haciendoénfasis en aquellas que pueden
ser utilizadas o adaptadas a la estrategia resultante del paso 2.a).

ii) Proponer una nueva estructura de datos para la estrategia resultante del paso 2.a).
iii) Evaluación de los resultados mediante pruebas sobre bases de datos reales y comparación

de los resultados.

3. Determinar una propiedad en la minerı́a de SCF que permita reducir el tamaño de la salida y describir
al conjunto de todos los SCF. Entre las propiedades más citadas en minerı́a de grafos están los SCFC
y SCFM.

(a) Estudio cŕıtico de las propiedades utilizadas en la minerı́a de estructuras ḿas simples (conjuntos,
secuencias) y de aquellas que ya han sido utilizadas en minerı́a de grafos.
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(b) Seleccionar una propiedad que permita reducir el tamaño de la salida de los algoritmos de
mineŕıa.

(c) Proponer una nueva heurı́stica que permita podar el espacio de búsqueda para encontrar los
subgrafos que satisfacen la propiedad del paso anterior.

(d) Evaluacíon de los resultados mediante pruebas sobre bases de datos artificiales y comparación
de los resultados.

4. Integrar los resultados obtenidos en el paso 1 y 3 para proponer un algoritmo para la minerı́a de los
SCF que satisfaga la propiedad propuesta en el paso 3.

5. Evaluacíon experimental de los algoritmos obtenidos en colecciones de grafos de prueba.

6.5 Contribuciones

Los principales contribuciones esperadas al término de esta investigación doctoral son las siguientes:

1. Nuevas propiedades en las formas de representar grafosútiles para la minerı́a de SCF.

(a) Condiciones suficientes para afirmar que una forma no es canónica.

(b) Condiciones de reutilización de resultados previos.

2. Un algoritmo eficiente para la minerı́a de todos los SCF.

3. Un algoritmo para la minerı́a de los SCF que satisfaga alguna propiedad que permita reducir el número
de SCF minados y además describir al conjunto de todos los SCF.

6.6 Calendario de actividades

El calendario de actividades se muestra en la Fig. 5.

7 Resultados preliminares

En esta sección se presentan los resultados que ya se han alcanzado durante el desarrollo de esta in-
vestigacíon. Primero se introducen nuevas propiedades de la codificación DFS incluyendo en cada caso
su correspondiente demostración mateḿatica. Luego, se presenta un nuevo algoritmo llamado gRed que
permite minar todos los SCF. gRed utiliza las propiedades antes mencionadas para optimizar el proceso de
mineŕıa. Al final de la seccíon se incluyen resultados experimentales que muestran el buen desempeño de
gRed en comparación con algoritmos existentes.

7.1 Nuevas propiedades de los códigos DFS

Seas = e0, e1, . . . , em un ćodigo DFS ḿınimo que representa un grafo etiquetadoG = 〈V, E, L, l〉
donde|V | = n, y |E| = m. Denotemos medianteRE(s) al conjunto de todas las extensiones más a la
derecha desdes que surgen cuando el algoritmo gSpan recorre la colección de grafosD (ver ĺınea 3 del
Algoritmo 2). Este conjunto puede ser particionado en varios subconjuntos:

RE(s) = B0(s) ∪ . . . ∪Bn(s) ∪ F0(s) ∪ . . . ∪ Fn(s),
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Figure 5. Calendario de actividades.

dondeBi(s) contiene las extensiones hacia atrás que tienen v́ertice destino cońındice i, y Fi(s) es el
conjunto de las extensiones hacia adelante desde el vértice cońındicei. Para cada v́erticevi en la rama ḿas
a la derecha, supongamos que tengaı́ndicei, i 6= n − 1, la aristafi representa la arista hacia adelante que
nace envi y que forma parte de la rama más a la derecha. La notacióne−1 seŕa utilizada para referirnos a la
aristae pero en el sentido inverso al que se le impuso en el códigos.

Los dos teoremas que se enuncian a continuación constituyencondiciones suficientes de no-mini-
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RE(s) = B0(s) ∪B4(s) ∪ F0(s) ∪ F4(s) ∪ F6(s)

Figure 6. Ejemplo de un árbol DFS y las particiones en la rama m ás a la derecha.

malidad para los hijos de un código DFS ḿınimo.

TEOREMA 7.1 Seas un ćodigo DFS ḿınimo y seavi un v́ertice en la rama ḿas a la derecha des conı́ndice
i y distinto del v́ertice ḿas a la derecha. Sie ∈ Fi(s) y e ≺l fi, entoncess′ = s ¦ e es un ćodigo DFS
no-ḿınimo.

Proof Seah el número entero tal queeh = fi. Las aristaseh y e parten del v́erticevi y ambas son aris-
tas hacia adelante ens′. Por tanto, es posible alterar el recorrido DFS que da origen as visitandoe antes
queeh. Si e es visitada inmediatamente antes queeh, el código DFS resultante tiene el siguiente formato
s′1 = e0, . . . , eh−1, e, e

′
h, . . . , e′m, dondee′j es la misma aristaej pero con los nuevośındices para cada

j ≥ h. Los ćodigoss′ y s′1 tienen el mismo prefijoe0, . . . , eh−1 y estamos considerando quee ≺l eh;
entonces, la condición (4) del orden lexicográfico (ver seccíon 3.1) asegura ques′1 ≺s s′. Aśı, concluimos
ques′ es un ćodigo no-ḿınimo.

El teorema 7.1 permite asegurar la no-minimalidad de algunos de los hijos de un código DFS ḿınimo
que fueron obtenidos por extensiones hacia adelante. Esta no-minimalidad es garantizada sin necesidad de
realizar una prueba exhaustiva de minimalidad. Resultados similares para las extensiones hacia atrás son
mostrados en el teorema 7.2.

TEOREMA 7.2 Seas un ćodigo DFS ḿınimo y seavi un v́ertice en la rama ḿas a la derecha des conı́ndice
i. Sie ∈ Bi(s) y e−1 ≺l fi, entoncess′ = s ¦ e es un ćodigo DFS no-ḿınimo.

Proof De manera similar a como se hizo en la demostración del teorema 7.1, seah el número entero
tal queeh = fi. Es posible alterar el recorrido DFS que da origen as visitandoe antes queeh. Si
e−1 es visitada inmediatamente antes queeh, el código DFS resultante tiene el siguiente formatos′1 =
e0, . . . , eh−1, e

−1, e′h, . . . , e′m. Los ćodigoss′ y s′1 tienen el mismo prefijoe0, . . . , eh−1 y estamos con-
siderando quee−1 ≺l eh; entonces,s′1 ≺s s′. Aśı, concluimos ques′ es un ćodigo no-ḿınimo.

SeaRE(s) el conjunto de todas las extensiones más a la derecha des que se obtiene directamente desde
RE(s) eliminando aquellas que, según los teoremas 7.1 y 7.2, dan lugar a códigos no-ḿınimos (RE(s) ⊆
RE(s)).

A continuacíon se presentan algunos resultados que permiten asegurar la minimalidad o no-minimalidad
para algunos ćodigos DFS resultantes de aplicar las extensiones que quedaron enRE(s) sobres. En dichos
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casos se puede asegurar el resultado sin necesidad de realizar pruebas exhaustivas de minimalidad. A los
siguientes dos teoremas los llamaremoscondiciones de rupturapara los hijos des.

TEOREMA 7.3 Seas un ćodigo DFS ḿınimo y seavi un v́ertice en la rama ḿas a la derecha des conı́ndice
i. Sie, e′ ∈ Fi(s); entonces, se cumple que:

1. sis ¦ e es un ćodigo DFS ḿınimo ye ¹l e′, entoncess ¦ e′ tambíen es ćodigo DFS ḿınimo;

2. sis ¦ e es un ćodigo DFS no-ḿınimo ye′ ¹l e, entoncess ¦ e′ tambíen es un ćodigo DFS no-ḿınimo.

Proof Se demostrará cada caso por separado.
En el primer caso, tenemos ques ¦ e es un ćodigo DFS ḿınimo y e ¹s e′. Supongamos ques ¦ e′ es un

código DFS no-ḿınimo, entonces existe al menos un códigos1 = a0, a1, . . . , am+1 tal ques1 ≺s s ¦ e′.
Usando la definicíon de≺s (ver seccíon 3.1.2), se asegura que existe un enterot, 0 ≤ t ≤ m tal queak = ek

para todok < t, y at ≺e et. Es importante hacer notar quet < m + 1 porques es un ćodigo DFS ḿınimo.
Luego, de la ecuación (4) se deduce ques1 ≺s s.

Comoe y e′ parten desde el mismo vértice, se puede reemplazar la arista que representa ae′ ens1 por la
aristae. Seas′1 el código DFS obtenido a partir des1 luego del reemplazo; este código DFS es v́alido para
el grafo codificado pors ¦ e y se tiene ques′1 ≺s s1 ≺s s. Por la condicíon de la equación (5), tenemos
ques′1 ≺s s ≺s s ¦ e. Entonces,s ¦ e es un ćodigo DFS no-ḿınimo, lo cual es una contradicción. Por lo
tanto lo supuesto (s ¦ e′ es un ćodigo DFS no-ḿınimo) tiene que ser falso. De este modo se concluye la
demostracíon del primer caso.

En el segundo caso, se tiene ques ¦ e es un ćodigo DFS no-ḿınimo ye′ ¹s e. Entonces, existe al menos
un ćodigos1 = a0, a1, . . . , am+1 tal ques1 ≺s s ¦ e′. Seat el entero tal que0 ≤ t ≤ m, ak = ek para todo
k < t, y at ≺e et. Luego, de la ecuación (4), se obtiene ques1 ≺s s. Comoe y e′ parten del mismo v́ertice,
se puede reemplazar la arista que representa ae ens1 por e′. El código DFS resultante (asumamos que es
s′1) es v́alido para el grafo codificado pors ¦ e′ y se tiene ques′1 ≺s s1 ≺s s ≺s s ¦ e′. Por tanto,s ¦ e′ es
un ćodigo no-ḿınimo lo que demuestra el segundo caso.

Un resultado similar puede ser planteado para las extensiones hacia atrás en el siguiente teorema.

TEOREMA 7.4 Seas un ćodigo DFS ḿınimo y seavi un v́ertice en la rama ḿas a la derecha des conı́ndice
i. Sie, e′ ∈ Bi(s); entonces, se cumple que:

1. sis ¦ e es un ćodigo DFS ḿınimo ye ¹l e′, entoncess ¦ e′ tambíen es ćodigo DFS ḿınimo;

2. sis ¦ e es un ćodigo DFS no-ḿınimo ye′ ¹l e, entoncess ¦ e′ tambíen es un ćodigo DFS no-ḿınimo.

Proof La demostracíon es similar a la que fue dada para el teorema 7.3.

Los teoremas 7.3 y 7.4, plantean que se puede reutilizar el resultado de una prueba de minimalidad que
ya se hizo en un hijo des para predecir la minimalidad o no-minimalidad en algunos de los restantes hijos
de s. Los elementos deRE(s) pueden ser ordenados utilizando≺e, de este modo los subconjuntos que
definen la particíon antes descrita quedarı́an dispuestos en el siguiente orden:

B̄0(s), . . . , B̄n(s), F̄0(s), . . . , F̄n(s),
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donde cadāBi(s) (o F̄i(s)) se obtuvo a partir de su correspondienteBi(s) (o Fi(s)) luego de realizar el
filtrado utilizando las condiciones de no-minimalidad (teoremas 7.1 y 7.2). Dentro de cada conjuntoB̄i(s)
(o F̄i(s)) los elementos quedarán ordenados según el orden de las etiquetas≺l ya que todos comparten el
mismo origen y el mismo destino. En lo adelante se asumirá que estos conjuntos están ordenados de esta
manera.

Un resultado que se sigue del teorema 7.3 se muestra a continuación. A este corolario lo llamaremos
principio de corte para las extensiones hacia adelante, ya queéste establece la manera en que los códigos
DFS ḿınimos y no-ḿınimos est́an distribuidos dentro de cadāFi.

COROLARIO 7.1 Seas un ćodigo DFS ḿınimo y seavi un v́ertice en la rama ḿas a la derecha des con
ı́ndicei. Si existen extensiones enFi(s) que producen ćodigos DFS no-ḿınimos entonces tales extensiones
se encuentran al principio deFi(s). Adeḿas, si existen extensiones que producen códigos DFS ḿınimos
entonces tales extensiones se encuentran al final deFi(s).

Proof Si todas las extensiones enFi(s) producen ćodigos DFS no-ḿınimos o todas producen códigos DFS
mı́nimos entonces está clara la veracidad del corolario. Solo queda el caso en existan ambos tipos de ex-
tensiones enFi(s). Sean̂e, ě ∈ Fi(s) dos extensiones tales queê produce un ćodigo DFS no-ḿınimo y ě
produce un ćodigo DFS ḿınimo. Del teorema 7.3 se deduce directamente queê ≺e ě, porque en caso con-
trario s ¦ ě debeŕıa ser no-ḿınimo, y esto contradice las hipótesis. Por tanto, las extensiones que producen
códigos DFS no-ḿınimos van primero que aquellas que producen códigos DFS ḿınimos.

De este corolario se deduce que cada conjuntoFi(s), puede ser particionado en dos subconjuntosFi(s) =
F̂i(s)∪F̌i(s) tal que todas las extensiones enF̂i(s) producen ćodigos DFS no-ḿınimos, todas las extensiones
en F̌i(s) producen ćodigos DFS ḿınimos y las extensiones dêFi(s) son anteriores a las děFi(s) seǵun la
relacíon de orden≺l.

Para las extensiones hacia atrás se obtiene un corolario del teorema 7.4 similar al anterior. A este resultado
lo llamaremosprincipio de corte para las extensiones hacia atrás.

COROLARIO 7.2 Seas un ćodigo DFS ḿınimo y seavi un v́ertice en la rama ḿas a la derecha des con
ı́ndicei. Si existen extensiones enBi(s) que producen ćodigos DFS no-ḿınimos entonces tales extensiones
se encuentran al principio deBi(s). Adeḿas, si existen extensiones que producen códigos DFS ḿınimos
entonces tales extensiones se encuentran al final deBi(s).

Proof La demostracíon es similar a la que fue dada para el corolario 7.1.

De este modo cada conjuntoBi(s), tambíen puede ser particionado enBi(s) = B̂i(s) ∪ B̌i(s) donde las
extensiones en̂Bi(s) producen ćodigos DFS no-ḿınimos, las deB̌i(s) producen ćodigos DFS ḿınimos y
los elementos dêBi(s) son anteriores a los děBi(s) seǵun el orden lexicogŕafico.

Aśı el subconjuntoME(s) ⊆ RE(s) que contiene solo aquellas extensiones que producen códigos DFS
mı́nimos viene dado por la ecuación (7).

ME(s) = B̌0(s) ∪ . . . ∪ B̌n(s) ∪ F̌0(s) ∪ . . . ∪ F̌n(s). (7)

En la mineŕıa de SCF las extensiones que producen códigos DFS no-ḿınimos no son de interés, en todos
los casos son podadas del espacio de búsqueda. Con los resultado expuestos en esta sección es posible lo-
calizar las extensiones que producen códigos DFS no-ḿınimos de manera eficiente. En próximas secciones
se ilustraŕa el modo en que pueden ser utilizados dichos resultados en la minerı́a de SCF.
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7.2 Algoritmo gRed

Los resultados presentados en la sección 7.1 pueden ser usados para mejorar el desempeño del algoritmo
gSpan. Por ejemplo supongamos que|RE(s)| = N , entonces para obtener el conjuntoME(s) siguiendo
el procedimiento de gSpan se requiere realizarN pruebas exhaustivas de minimalidad. En lo que sigue
mostraremos ćomo el algoritmo gRed (por sus siglas en Inglés graph Candidate Reduction Miner) [13]
reduce este ńumero de pruebas.

Teniendo en cuenta que las condiciones suficientes de minimalidad pueden comprobarse con costo com-
putacionalO(1), éstas pueden ser ejecutadas mientras se recorreD (ver ĺınea 3 del Algoritmo 2). Aśı el
conjunto de posibles extensiones en el algoritmo gRed luego de recorrerD es reducido aRE(s) (|RE(s)| =
N̄ ≤ N ).

Supongamos que|B̄0(s)| = b̄0, . . . , |B̄n(s)| = b̄n, |F̄0(s)| = f̄0, . . . , |F̄n(s)| = f̄n, entonces
∑

i

b̄i +
∑

i

f̄i = N̄ , (8)

donde las sumatorias
∑

i se realizan sobre los vértices de la rama ḿas a la derecha delárbol DFS que origińo
as.

Tanto el algoritmo gSpan como gRed, ordenan el conjunto de posibles extensiones según el orden lexi-
cogŕafico≺e mientras se recorreD. En el caso del algoritmo gSpan las bondades de dicho ordenamiento
no son explotadas al ḿaximo. Los siguientes teoremas ilustran los recursos que utilizó gRed para explotar
dichas bondades.

Primero, demostraremos el siguiente lema que más adelante será de utilidad.

LEMA 7.1 SiN(1) = 1 y N(f) ≤ N(bf/2c) + 1 para cualquierf > 1, entoncesN(f) ≤ log2(f) + 1.

Proof Demostremos este lema por inducción mateḿatica. Elcaso basede la induccíon est́a garantizado
conN(1) = 1.

Hipótesis de inducción: Supongamos que parah ≤ f − 1, N(h) ≤ log2(h) + 1.
Comobf/2c ≤ f − 1 paraf ≥ 2, se utilizaŕa la hiṕotesis de inducción para asegurar que

N(f) ≤ N(bf/2c) + 1 ≤ (log2(bf/2c) + 1) + 1 = log2(bf/2c) + 2.

Utilizando quebf/2c ≤ f/2 obtenemos que

N(f) ≤ log2(f/2) + 2.

Luego, se emplean las propiedades de los logaritmoslog2(f/2) = log2(f) − log2(2) y log2(2) = 1, para
concluir que

N(f) ≤ log2(f) + 1.

Aśı queda probado elpaso de induccióny se concluye la demostración del lema.

TEOREMA 7.5 Seas un ćodigo DFS ḿınimo y seavi un v́ertice en la rama ḿas a la derecha des conı́ndice
i. Supongamos que|F̄i(s)| = f̄i > 0. Entonces, el ńumero de pruebas exhaustivas de minimalidad que se
requiere para separar cada conjuntōFi(s) enF̂i(s) ∪ F̌i(s) es a lo sumolog2(f̄i) + 1.
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Proof Si f̄i = 1 se requiere una sola prueba exhaustiva de minimalidad, lo que demuestra que el teorema
es v́alido para este caso.

Para simplificar las notaciones hagamos queF = F̄i(s) y f = f̄i. Denotemos medianteN(f) el número
de pruebas exhaustivas de minimalidad que se requiere para procesar un conjunto conf elementos (exten-
siones).

Seae la mediana del conjuntoF seǵun el orden≺e y denotemosF< = {e′ ∈ F |e′ ≺l e} y F> =
{e′ ∈ F |e′ Âl e}. Del teorema 7.3 se puede predecir la minimalidad o no-minimalidad de los códigos DFS
que se obtienen a partir de las extensiones de uno de los conjuntosF< ó F> respectivamente. En efecto
si se comprueba ques ¦ e es ḿınimo, entonces las extensiones deF> generan ćodigos ḿınimos. En el
otro caso, las extensiones deF< generan ćodigos no-ḿınimos. En cualquiera de los dos casos, de uno de
los dos conjuntosF< ó F> no se puede decir nada y por tanto se requerirán ḿas pruebas exhaustivas de
minimalidad. El tamãno de dichos conjuntos no superabf/2c.

Como se puede apreciar, hemos reducido el problema de tamaño f a un subproblema de tamaño a lo
sumobf/2c y sólo se ha realizado una prueba exhaustiva de minimalidad para la mediana del conjuntoF .
Por tanto se puede plantear la siguiente desigualdadN(f) ≤ N(bf/2c) + 1. ComoN(1) = 1 se puede
aplicar el lema 7.1; concluyendo ası́ la demostracíon del teorema.

Un resultado ańalogo se puede enunciar para las extensiones hacia atrás.

TEOREMA 7.6 Seas un ćodigo DFS ḿınimo y seavi un v́ertice en la rama ḿas a la derecha des conı́ndice
i. Supongamos que|B̄i(s)| = b̄i > 0. Entonces, el ńumero de pruebas exhaustivas de minimalidad que se
requiere para separar cada conjuntōBi(s) enB̂i(s) ∪ B̌i(s) es a lo sumolog2(b̄i) + 1.

Proof La demostracíon es similar a la del teorema 7.5.

Usando los teoremas 7.5 y 7.6, el número de pruebas exhaustivas de minimalidad (K), que se requiere
para obtener el conjuntoME(s) a partir deRE(s), cumple la siguiente desigualdad

K ≤
∑

i

(log2(f̄i) + 1) +
∑

i

(log2(b̄i) + 1), (9)

donde las sumatorias
∑

i se realizan sobre los vértices de la rama ḿas a la derecha. Denotemosr(s) el
número de v́ertices en la rama ḿas a la derecha des. Por otra parte, como la función log2(x) : [1, +∞) →
[0, +∞) es convexa, la desigualdad (9) se transforma en

K ≤ 2r(s)log2

(∑
i f̄i +

∑
i b̄i

2r(s)

)
+ 2r(s).

El argumento dellog2(·) puede ser simplificado mediante (8) y quedarı́a

K ≤ 2r(s)log2

(
N̄

2r(s)

)
+ 2r(s) ≤ 2r(s)log2

(
N

2r(s)

)
+ 2r(s). (10)

La gŕafica de la Fig. 8 muestra una comparación entre la cantidad de pruebas exhaustivas de minimalidad
que requieren los algoritmos gSpan y gRed luego de extender un códigos. En esta gŕafica, se presenta el
caso peor de gRed asumiendo igualdad en la desigualdad (10), y por tanto es de esperar que en los resultados
reales de gRed el número de estas costosas pruebas sea menor que lo que se muestra.
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Algoritmo 3 : gRed (s, D, δ, S)
Entrada: s - un ćodigo DFS ḿınimo (representa a un grafo frecuente),D - conjunto de grafos,δ -

umbral de frecuencia ḿınima.
Salida: S - Conjunto de todos los subgrafos conexos frecuentes

S ← S ∪ {s};1

RE(s) ← Conjunto de aristase tales que exista enD la extensíons ¦ e y e no es filtrada luego de2

comprobar las condiciones suficientes de no-minimalidad;
Eliminar deRE(s) las extensiones infrecuentes;3

Obtener el conjuntoME(s) (ver ecuacíon (7)) seǵun el principio de corte y mediante búsquedas4

binarias;
foreachextensíone ∈ ME(s) do5

gRed (s ¦ e, D, δ, S);6

end7

Figure 7. Esquema general del algoritmo gRed.

Figure 8. Comparaci ón entre los algoritmos gRed y gSpan respecto al n úmero de pruebas
exhaustivas de minimalidad variando el tama ño de la rama m ás a la derecha r(s) y el n úmero
de extensiones posibles N .

En la demostración del teorema 7.5, se puede apreciar el procedimiento para reducir las pruebas exhausti-
vas de minimalidad. Para cada conjuntoF̄i(s) (o B̄i(s)) se realiza una b́usqueda binaria que permite separar
las extensiones que producen código no-ḿınimos de las que producen códigos ḿınimos. Esta b́usqueda
binaria se justifica téoricamente por las condiciones de ruptura y los principios de corte. El algoritmo gRed
propone utilizar este procedimiento para optimizar el proceso de minerı́a de SCF. La Fig. 7 muestra el
esquema general de gRed.
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Table 4. Porcentaje en tiempo de ejecuci ón que represent ó cada una de las etapas de la miner ı́a
de SCF en los algoritmos utilizando las colecciones HIV-CM y PTE.

Etapa
HIV-CM PTE

gRed gSpan Gaston FFSM MoFa gRed gSpan Gaston FFSM MoFa
Deteccíon y poda de duplicados 0.9% 1.4% 1.0% 1.2% 12.3% 4.9% 10.5% 6.0% 5.7% 15.5%
Construccíon de estructuras 2.7% 2.9% 62% 11.4% 45.3% 3.3% 2.7% 59% 10.4% 40.2%
Enumeracíon de candidatos 85.2% 84% 33% 62.3% 19.2% 79% 75% 25% 61.2% 22.3%

Tiempo total de la ejecución 33.7s 34.3s 17.2s 38.1s 52.6s 5.6s 7.5s 3.5s 9.4s 43.6s

7.3 Resultados experimentales con gRed

El algoritmo gRed es comparado con los cuatro algoritmos de minerı́a de SCF que ḿas se han citado
recientemente: gSpan, MoFa, FFSM y Gaston. Estosúltimos, adeḿas de ser los algoritmos más referencia-
dos, describen las ideas que máséxito han tenido en los estudios comparativos más recientes [44, 33]. Los
algoritmos cuya estrategia de búsqueda es en amplitud, entre ellos los basados en Apriori, han mostrado ser
menos eficientes que aquellos diseñados con b́usqueda en profundidad [33, 15]. Los algoritmos especializa-
dos en mineŕıa de SCFC, SCFM o alguna otra variante tampoco son incluidos en la comparación con gRed,
ya que estéultimo busca todos los SCF. Otros algoritmos concebidos como optimizaciones de gSpan (por
ejemplo Edgar, ADI y FSP), no son incluidos en la comparación porque las mismas ideas introducidas por
gRed pueden insertarse fácilmente en dichos algoritmos y mejorarı́an áun más sus desempeños.

Los algoritmos gSpan, MoFa, FFSM y Gaston fueron implementados en el paquete ParMol [29] con
el fin de realizar un estudio comparativo [44]. Uno de los aspectos más criticados de esta comparación
fue el hecho de que el paquete ParMol fue implementado en el lenguaje de programación Java y por tanto
numerosas optimizaciones, alcanzables en los lenguajes de más bajo nivel como ANCI C, no pudieron
ser utilizadas. No obstante, fue la primera vez que estos algoritmos fueron comparados en igualdad de
condiciones; por ejemplo, todos los algoritmos usan las mismas bibliotecas para el manejo de los grafos. El
paquete ParMol es distribuido gratuitamente bajo licencia GNU.

gRed fue implementado también en Java, utilizando las mismas bibliotecas para el manejo de grafos del
paquete ParMol. Con el fin de complementar el estudio comparativo realizado por Wörlein et al. [44] se
repitieron los experimentos sobre bases de datos reales incluyendo los resultados de gRed. Para realizar las
corridas de los algoritmos se utilizó la Máquina Virtual de Java 1.5.0 de la SUN. Todos los experimentos
fueron realizados en una PC Intel Core 2 Duo a 2.2 GHz con 2 GB de memoria RAM.

El principal aporte de gRed es la optimización que introduce en la detección y poda de los elementos
duplicados durante el recorrido del espacio de búsqueda. Para tener una idea más clara sobre la mejora que
introduce gRed, se estimará el porcentaje del tiempo de ejecución que representa cada una de las etapas en
la mineŕıa de SCF. Para calcular los tiempos de ejecución de cada etapa se contabilizó la duracíon de cada
llamado a las funciones correspondientes. De este modo se estimó el porcentaje del tiempo de ejecución
que representó cada etapa en las corridas. Los resultados utilizando las colecciones HIV-CM y PTE con el
umbral de frecuencia5% se muestran en la Tabla 4. Los resultados con las colecciones HIV-CA y HIV-CM
fueron muy similares en cuanto a los porcentajes en tiempo de ejecución por eso no se incluyó HIV-CA.

En la Tabla 4 puede observarse que la etapa de la detección y poda de los duplicados no representa un gran
porcentaje del tiempo de ejecución de los algoritmos. En dependencia de la topologı́a de los grafos en la
coleccíon, puede ser mayor o menor el tiempo que se requiera para esta etapa. El algoritmo MoFa es el que
más tiempo dedica ya queéste incluye pruebas de isomorfismo y podas por el cumplimiento de ciertas reglas
estructurales. gSpan es el segundo algoritmo que más tiempo relativo dedica a dicha etapa, en contraposición
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Table 5. Comparaci ón de los tiempos de ejecuci ón de gRed respecto a los algoritmos Gaston,
FFSM y MoFa en las colecciones HIV y CAN2DA99.

HIV
% gRed gSpan Gaston FFSM MoFa
3 849.188s 884.750s 899.172s 2328.328s
4 583.985s 607.672s 629.438s 1140.750s
5 459.172s 474.578s 603.120s 511.297s 809.157s
6 375.500s 386.407s 461.360s 442.500s 613.110s
7 315.156s 324.203s 311.402s 389.406s 488.484s

CAN2DA99
% gRed gSpan Gaston FFSM MoFa
3 651.437s 683.500s 812.922s 4188.3s
4 370.922s 383.219s 461.282s 1789.8s
5 258.563s 263.828s 279.27s 318.938s 1026.3s
6 193.812s 198.563s 198.516s 246.359s 710.25s
7 153.5s 157.297s 130.344s 195.047s 504.56s

con gRed que es el algoritmo que menos tiempo relativo emplea. Estoúltimo muestra el efecto positivo de
las optimizaciones introducidas por gRed utilizando las nuevas propiedades de la codificación DFS.

En cuanto al tiempo total mostrado en la Tabla 4, el algoritmo gRed fue aventajado por Gaston. Esto
último tiene una explicación clara, gRed emplea la mayor parte de su tiempo en la enumeración de los
candidatos mientras Gaston emplea la mayor parte del tiempo en la construcción de las estructuras de cor-
respondencias. La enumeración de los candidatos consume mucho tiempo cuando hay que realizar las
costosas pruebas de sub-isomorfismo para localizar los posibles candidatos y este es el caso de gRed y
gSpan. Las estructuras de correspondencias utilizadas en Gaston eliminan totalmente las costosas pruebas
de sub-isomorfismo. El costo de mantener estas estructuras en Gaston fue bajo en parte porque las colec-
ciones de grafos usadas en este experimento son pequeñas. En lo que sigue se mostrarán experimentos para
colecciones de mayor tamaño.

Con gRed se obtienen mejores tiempos de ejecución que con los algoritmos Gaston, FFSM y MoFa (ver
Tabla 5) en las colecciones de mediano y mayor tamaño como CAN2DA99, HIV y NCI. Los mejores re-
sultados con NCI fueron obtenidos por gRed y gSpan ya que los otros tres algoritmos no pudieron procesar
dicha coleccíon; es por eso que Tabla 5 sólo contiene los experimentos con CAN2DA99 y HIV. Los algorit-
mos FFSM y MoFa mostraron los peores tiempos de ejecución en todos los experimentos que se muestran.
gSpan no se incluýo en este experimento porque más adelante se presentará un estudio comparativo para
resaltar mejor las diferencias entre gSpan y gRed.

En este experimento, gRed muestra su supremacı́a en valores bajos del umbral de soporte. Los umbrales
bajos son los ḿas usados en las aplicaciones de la minerı́a de SCF, ya que en la medida que baja este
umbral, los candidatos a procesar poseen una complejidad estructural mayor (aumenta la cantidad de aristas
y es mayor la cantidad de ciclos) desde el punto de vista de su representación como grafos. Estóultimo
tambíen es la causa de que los tiempos de ejecución en Gaston se incrementen para umbrales de soporte
pequẽnos; ya que este algoritmo muestra su peor desempeño durante la enumeración de los grafos ćıclicos.
En la Tabla 5 se muestra el crecimiento en los tiempos de ejecución que experimenta Gaston para umbrales
de soporte menores o iguales que6%. Inclusive, los registros de Gaston para los umbrales de soporte
menores o iguales que4% no pudieron ser mostrados porque las estructuras de correspondencias, usadas
por este algoritmo para el indexado de la colección de grafos, no cupieron en memoria. En cambio, Gaston
supera los registros de gRed para umbrales mayores o iguales que7%. Estoúltimo est́a en concordancia con
el hecho de que los grafos frecuentes para umbrales altos casi siempre son caminos oárboles, precisamente
donde Gaston tiene sus mejores heurı́sticas.

El último experimento, que se muestra en la Tabla 6, tiene como objetivo mostrar el aporte de las ideas
de gRed en comparación con gSpan. Se seleccionaron dos colecciones de mediano tamaño (CAN2DA99 y
HIV), una coleccíon pequẽna (PTE) y la colección más grande (NCI) entre las reportadas en la literatura.
Los umbrales de soporte se seleccionaron entre2% y 5%, ya que para valores ḿas altos de dicho umbral

27



Table 6. Comparaci ón entre gRed y gSpan en las colecciones de datos reales respecto a sus
tiempos de ejecuci ón y variando los umbrales de soporte.

PTE

% |SCF| T.E. (seg.) N.C.D. N.P.E.
gSpan gRed gSpan gRed gSpan gRed

2 136981 224.891 131.266 189610 37842 326559 161202
3 18146 34.328 22.828 28324 6303 46445 21947
4 5955 14.297 9.484 9774 2073 15709 7123
5 3627 7.547 5.625 5568 1172 9176 4227

CAN2DA99

% |SCF| T.E. (seg.) N.C.D. N.P.E.
gSpan gRed gSpan gRed gSpan gRed

2 17091 2090.796 1987.562 19726 14788 36808 29765
3 6277 683.500 651.437 6817 5043 13085 10442
4 3507 383.219 370.922 3716 2699 7216 5699
5 2336 263.828 258.563 2390 1726 4720 3704

HIV

% |SCF| T.E. (seg.) N.C.D. N.P.E.
gSpan gRed gSpan gRed gSpan gRed

2 25127 1660.046 1578.453 22116 12681 47235 33974
3 11491 884.750 849.188 10012 5602 21495 15253
4 6643 607.672 583.985 5852 3233 12488 8770
5 4422 474.578 459.172 3958 2209 8374 5919

NCI

% |SCF| T.E. (seg.) N.C.D. N.P.E.
gSpan gRed gSpan gRed gSpan gRed

2 6636 5981.063 4929.953 7395 5482 14023 11395
3 2593 1451.859 1385.484 2645 1825 5230 4034
4 1546 920.531 878.031 1438 965 2977 2288
5 1054 677.484 640.343 892 576 1941 1478

Leyenda
% Umbral de soporte utilizado
|SCF| Número de patrones frecuentes encontrados
T.E. Tiempo de ejecución en segundos
N.C.D. Número de candidatos duplicados
N.P.E. Número de pruebas exhautivas

se procesan menos candidatos y por tanto las diferencias entre los desempeños son menores. Además del
tiempo de ejecución (T.E.), se incluyeron los registros de la cantidad de candidatos duplicados (N.C.D.), la
cantidad de pruebas exhaustivas realizadas para verificar si un candidato está en forma cańonica (N.P.E.), y
la cantidad de SCF obtenidos en cada prueba.

La primera conclusión que se obtiene al analizar la Tabla 6 es que gRed obtiene siempre mejores resul-
tados que gSpan. El N.C.D. en gRed estuvo casi siempre entre del50% y el 70% del N.C.D. obtenido por
gSpan. En el caso de la colección PTE para el umbral de soporte igual a2%, se obtuvo que el N.C.D. de
gRed es menor que la quinta parte del N.C.D. de gSpan. Algo similar ocurre con los valores obtenidos para
el N.P.E., en muchos casos gRed realizó alrededor de la mitad de las pruebas exhaustivas de gSpan. Otro
aspecto importante es que mientras más grande es la cantidad de SCF más grande es la mejora mostrada por
gRed en comparación con gSpan para todos los aspectos considerados.

8 Conclusiones

Encontrar algoritmos eficientes para la minerı́a de SCF sigue siendo una lı́nea de investigación abierta.
Es cierto que en lośultimos ãnos esta teḿatica ha tenido un notable avance; no obstante, quedan problemas
que no han sido estudiados con suficiente profundidad. Los algoritmos diseñados bajo el paradigma lla-
madocrecimiento de patroneshan mostrado su supremacı́a respecto a aquellas soluciones propuestas bajo
el paradigmaApriori, sobre todo cuando es necesario procesar colecciones de datos de gran tamaño y para
bajos umbrales de frecuencia. Recorrer el espacio de búsqueda en profundidad, mediante el crecimiento
patrones, permite obtener buenos tiempos de respuestas y ahorrar notablemente los recursos de memoria.

Todos los algoritmos desarrollados bajo el paradigma crecimiento de patrones necesitan comprobar, me-
diante pruebas exhaustivas, si cada candidato es duplicado o no. Por lo tanto, los resultados preliminares
de esta tesis se han enfocado a optimizar este proceso dentro de dicho paradigma. Para ello se propuso un
nuevo algoritmo llamado gRed que reduce el número de candidatos y el tiempo dedicado a detectar dupli-
cados. Nuevas propiedades de la codificación DFS, que fueron demostradas como parte de los resultados
preliminares, justifican el funcionamiento correcto de gRed.
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Esta versíon de gRed fue implementada utilizandolistas de identificadores(LI) para indexar la colección
de grafos, durante el recorrido del espacio de búsqueda y el conteo de soporte. En los resultados experimen-
tales se muestra que un gran porcentaje del tiempo de ejecución de gRed se dedica a las costosas pruebas de
sub-isomorfismo. Por tanto, si se le adapta a gRed una estructura de datos, que indexe mejor la colección de
grafos que las LI, se logrará un mejor desempeño.

En muchas aplicaciones no es práctico minar todos los SCF presentes en una colección de grafos; por
ejemplo, la coleccíon PTE contiene 136981 patrones frecuentes si se toma como umbral de frecuencia en
el 2%. Una parte de la investigación en esta tesis estará relacionada con este problema. Los resultados
preliminares de esta tesis también pueden servir de base para diseñar un algoritmo eficiente para el minado
de śolo un subconjunto de todos los SCF.

Basados en estos resultados preliminares podemos concluir que nuestros objetivos son alcanzables sigu-
iendo la metodoloǵıa propuesta.
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