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Abstract. It is presented the numerical solution of partial differentialaguns (PDE) employing radial
basis functions (RBF) through the asymmetrical collocation methwbith is based on a set of random
points and it does not require of a mesh process, as occurs in finiteedifiiess method, finite volume method
and finite element method. We show two examples using the mutlitpuieernel: convection - diffusion 1D
with forward Euler for time discretization and Poisson 2D wdthmain decomposition, which can handle
huge data volumes and reduce the condition number of the resulting atgeystem in each partition. The
selection of the parameter of the multiquadric kernel, is realized through an exhaustive keafrsuch
form that minimizes the root mean square. The obtained numeriadtgehiow a high superiority in the
accuracy and in the facility of implementation in comparisorhMiiite differences.

Keywor ds. Meshless methods, partial differential equation, radial Hasistion, domain decomposition, advec-
tion-diffusion, Poisson.
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Resumen Se presenta la solucién numérica de ecuaciones diferenpiaieiales (EDP) empleando fun-
ciones de base radial (FBR) mediante el método de colocacionteson@ cual esta basado en un con-
junto de nodos aleatorios y no requiere de un proceso de mallado, camie en diferencias finitas, vol-
umen finito y elemento finito. Se muestran dos ejemplos de ajditampleando el nicleo multicuadrico:
conveccion-difusién 1D con Euler hacia adelante para discretizamapt y Poisson 2D con descomposi-
cion de dominio, con el cual podemos manejar grandes voliumenes deydaéodisminuye el nimero
condicidén del sistema algebraico resultante en cada particiseleccion del parametradel ndcleo mul-
ticuadrico es realizada mediante una busqueda exhaustiva de taldaemainimice el error cuadratico
medio. Los resultados numéricos obtenidos muestran una clara sigaetide exactitud y facilidad de
implementacién en comparacion con diferencias finitas.

Palabras Clave.Métodos libres de malla, ecuaciones diferenciales parcialesiones de base radial, descom-
poisicion de dominio, conveccion-difusion, Poisson.

1. Introduccion

Tradicionalmente, la solucion numérica de ecuaciones diferesgiakciales es realizada via métodos de
diferencias finitas DF, elemento finito EF y volumen finito VF. Estésados tienen en comdn que requieren
de una malla que da el soporte a la solucion numérica con un orden de conizeaigeloraico.

Para reducir los tiempos de computo se han desarrollado los métodssdimalla MLM, como su
nombre lo indica no requieren de una malla para obtener la soluciérricandé la ecuacion diferencial
parcial EDP. Los métodos libres de mallas estan basados en umioimdependiente de puntos o nodos
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x € R?y el costo de la generacion de la malla es eliminado. Ademas, jgatta tipo de problemas se ha
reportado convergencia espectral.

Los métodos libres de malla son el eje principal de la investigagiopuesta. Nuestro interés recae en
problemas de gran demanda de cémputo, donde la utilizacion de métodos al@pesicion de dominio
MDD vy su correspondiente programacién en paralelo, a través démunlo de computadoras Donald et al.
[1], es uno de los puntos que se iran abordando a lo largo del prespotéer

En esta investigacion se propone el estudio de ecuaciones dieesrgrarciales de tipo conveccion-
difusion, que se pueden analizar desde un enfoque Euleriano o LagranBiado que dentro del campo
de estudio de DF, VF y EF se han desarrollado estrategias de redimtapmor ejemplo: h-refinamiento y
p-refinamiento, que son conocidas como Mallas Adaptivas, ensamteinvestigacion se pretende analizar
distintas estrategias, que en forma analoga puedan ser incorporaalasqzeo de nodos aleatorios.

El campo de métodos libres de mallas es reciente y existen pplicecéones a problemas temporales
con métodos numéricos que involucren la programacion en paraleldadpste es el tema principal de la
investigacion.

2. Motivacion

En esta seccidn se describe un panorama general para la seiuai@nica de ecuaciones diferenciales
parciales, se da la motivacion del uso de métodos libres de mallaxpseen algunos ejemplos de apli-
cacion.

Desde una perspectiva general la simulacién de algun procesorfiselado por una EDP conlleva los
siguientes pasos Hockney & Eastwood [2]:

= Fendmeno Fisico.

= Modelo Matemético.

= Aproximacioén Discreta del Modelo.
= Aproximacioén Numérica.

= Visualizacion de Resultados.

Nuestro interés recae en el cuarto punto que es la solucién numéedcaatgones diferenciales parciales,
el resto de los puntos se asumen que son dados por terceras pers@haask de visualizacion se empleara
alguna aplicacion que considere graficaciorzeny 3D.

Es interesante preguntarnos, ¢,Por qué utilizar métodos librealidesiios métodos de diferencias finitas,
volumen finito y elemento finito han sido utilizados exitosamentelarjo de décadas?.

= El mallado de un objeto es una de la tareas que consumen mayor cantidechple tie computo,
tipicamente se gasta 8) % del proceso total en la etapa del mallado. Esto es considerado @ cuell
de botella en aplicaciones de simulacion.

= La generacion de mallas moviles resulta extremadamente corgegiosa computacionalmente.

= Para problemas elipticos lineales se ha reportado convergspeictel Cheng [3].



= Cuando se utilizan métodos semi - Lagrangianos se reduce la difusnérica de los métodos en
la direccion delflujo? en la parte advectiva. El proceso de interpolacion requerido pastasja
posicion estimada del movimiento para cada paso de tiempo ingalifiusion numérica.

= El mayor poder computacional, supercomputadoras, no es la panaeedapaolucidbn numérica a
EDP’s. La tendencia actual del computo cientifico es combinarstaategias computacionales con
el andlisis numérico.

La motivacion del uso de métodos libres de malla es reducir los tiempodnaeuto y que el orden de
convergencia sea mayor o igual al de los métodos numéricos actuateadiendo por convergencia al
decrecimiento del error obtenido conformNecrece, sienddVv el nUmero de nodos.

Consideramos que los métodos libres de mallas no suplantaramuke definitiva a diferencias finitas,
elemento finito o volumen finito. Se puede utilizar una combinacién de aficavechando la teoria ya
establecida y los métodos numéricos que se han desarrollado a lo largradasié

Muchos procesos industriales, fisicos, quimicos o naturales dédsnteedio ambiental tienen un comun
denominador: la fisica del problema puede ser aproximada por una@td#erencial parcial de tipo con-
veccion difusion. Efectivamente, procesos en apariencia muy distadéssdomo: el funcionamiento de los
filtros de carbon activo (canisters) empleados en la industiderenitiz, la dispersion de contaminantes en la
atmosfera, andlisis estructual, disefio de estructuras aeradaspara jetsluidos para yacimientos poco
profundos, la distribucion de estado estacionario de una sustasdia pisuelta en agua y transportada por
flujo, transporte de multiples reacciones quimicas, clima espaeiasférencia de calor, galvanizacion de
las hojas de acero y la solidificacién de la aleacion, aplicasifinencieras como la variacion de los precios
de activos en la bolsa de valores, simulacion de terremotos, en roiddetie astrofisica-computacional
como es la formacion de galaxias y vientos solaflegy del electrén en semiconductores, la propagacion
de los incendios forestales, recientemente en problemas desoaoloigia como la mecanica del carbon en
nanotubos y el movimiento de glaciares pueden describirse mediadtdon matematicos muy similares.

Estos procesos tienen ademas otras caracteristicas comirefa®que destacan la geometria tridimen-
sional compleja, dependientes del tiempo, puede formar ondas de chefpetos de rarefaccion, y gran
demanda de cémputo. Tradicionalmente se emplean métodos basadomsmmaVF y EF.

3. Estado del Arte

Suponga qu¢ = f(z), z € RY, es una funcion real definida drdimensiones que buscamos aproximar,
donde la distribucion de los puntos es aleatoria. Una aproximacioriafuncion radial es una funcios
de la forma

N
S(@) =Y _No(llz —a5])), = eR, (1)
j=1

dondeN denota el nimero de puntosgl vector de incognitas) : R — R llamado ntcleo radial yj - ||
denota la norma Euclideana. Con objeto de ser mas claros se ehpitithomio requerido en (1). Resolver
(1) equivale a resolver el sistema algebraico de ecuaciones

PA=f (@)
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donde la matrixp es den x n, Aden x 1y f den x 1, la solucion de (2) puede ser determinada si la matrix
® es no singular.

Dentro de las funciones de base radial (FBR) se tienen las fuggite soporte global y soporte compacto,
en la siguiente tabla se muestran las mas comunes:

| Nicleo Radial Nombre Soporte |
é(r) =r??log(r)  Placa Delgada Global

(1) =Vr?+c? Multicuéadrica Global
¢(r) =1/vr?+c? Inv. Multicuadrica Global
b (r)=e /¢ Exponencial Global
¢(r)=(1—|r])}  Wendland Compacto

Desde el punto de vista practico, un trabajo importante fue la cauigarde todos los métodos de
interpolacion para datos aleatorios en los 80’s realizado pdraRicFranke [4]. En su comparacion, él
concluye que los nucleos multicuadrico y placa delgada son losesejétodos disponibles hasta esa fecha,
también conjetura que la matriz de interpolacién result@reenpleando multicuadricos es invertible. Estos
resultados impulsaron fuertemente la investigacion en funciaksles.

La superioridad de exactitud en problemas de interpolacion engudanciones de base radial es sopor-
tada por las cotas teoricas estimadas. Por ejemplo, para eleagerpolar una funcion regular, Madych &
Nelson [5] mostraron que para cierta clase de funciones radidleduyendo la multi-
cuadrica y la Gaussiana, el error de interpolacion converge a taeaemcial;O()\l/h), donde) < A < 1
y h es la distancia maxima posible de cualquier puntee X = {x1,22,...,2,} C R% a su punto de

referencia mas cercano én. Para el nlacleo Gaussiano, Wendland [6] refiné la co@(a\/l/_h). Estas
cotas convergen mucho mas rapido que la tasa algel®gica proveniente del método de elemento finito
y otros métodos, inclusive cah> d, conocido como super-convergencia, doddess la convergencia es-
perada basada en el grado de interpolacion. Ademas, Madych [7pastiancota de error para el nicleo
multicuédrico que incorpora el parametro de fori@*°h*/") , dondeu es una constante positiva. Para el
caso de la funcion de soporte acotado de Wendland, se tiene una conizeigabraica) (h*/2). Estos
resultados tiene un gran impacto en la solucién numérica de ecuaditeresciales parciales.

En el trabajo de Kansa [8, 9] propone la solucién numérica de ecuacibernciales parciales mediante
aproximacion via funciones radiales. La idea principal consistprxianar la solucion. de la EDP por (1),
las derivadas parciales son aplicadas a la funcion radigly el problema original de la EDP se transforma
en resolver un sistema algebraico de ecuaciones del tipo (2).rEstpie es llamado método de colocacion
asimétrico y es un método libre de malla. En Larsson [10] se mauestros métodos de colocacion y una
comparacién numérica para el problema de Poisson, en Fasshauer (bhjgara el método de Kansa con
el enfoque de interpolacion de Hermite a un problema de Poiss@® enoncluyendo que el método de
Kansa tiene la ventaja de ser facil de implementar. El trabal¢athsa es la base inicial de nuestro trabajo
de investigacion, en la seccién de resultados preliminares estrauda solucion de EDP’s empleando el
enfoque de colocacion de Kansa.

El problema de aproximacion empleando funciones radiales y laiénlde EDP’s mediante dicho méto-
do, tienen en comun la solucién de un sistema algebraico de ecuaciargels{&ema algebraico resultante
es mal condicionado y por lo general denso. EI mal nUmero condicesiama que la solucién del sistema
algebraico sea numéricamente incorrecta, la densidad del aistigebraico depende del tipo de nucleo
radial seleccionado. Por ejemplo, empleando funciones radiatepactas, el sistema algebraico es ralo, es



un sistema diagonal en donde el ancho de la diagonal esta determinadaqua lde soporte, fuera de la
diagonal se tienen ceros. Conforme la zona de soporte aumenta,exoncondicion del sistema algebraico
crece. Por otro lado, empleando funciones de soporte global el siatgefaaico resultante es denso. A pe-
sar de que el tiempo computacional para resolver un sistema algedesiso es comparativamente mayor
gue el de un sistema ralo, por lo general se elige un sistema densmigrite de la utilizacion del nucleo
multicuadrico, debido a su convergencia espectral (exponenciafldow sistema algebraico es no-lineal
se pueden emplear métodos de optimizacién no lineal como son métedastos de Newton, método de
Broyden, Homotopias, ver Nocedal et al. [12].

El uso de aproximantes basados en funciones radiales tiene laavéatsgr independiente del espacio
R%, d = 1,2, 3, lo cual es muy importante cuando se emplea para la solucion numériaRls. En efecto,
empleando el método de colocacion para la solucion de EDP’s esmédté programable independiente-
mente de la dimension del espaBit, hecho que no sucede cuando se utiliza algtin método basado en mallas
como elemento finito y otros.

Observaciones numéricas y resultados tedricos muestran ueehestelacion entre el mal condiciona-
miento del sistema algebraico (2) y el error de aproximacion. Eicpkat, no existe un caso conocido en
gue se tenga una buena aproximacién y un buen condicionamiento de famaolgsea. Existe la dico-
tomia: Si uno requiere un error pequefio se obtiene un mal condicientmsi uno busca un algoritmo
estable se obtiene un error de aproximacién comparativamente mstgpoeseconocido como principio de
incertidumbre Schaback [13].

Para disminuir el mal condicionamiento del sistema algebraico rs@imgpuesto distintas alternativas:
descomposicion de dominio, funciones radiales de soporte compeetondicionamiento y combinaciones
de las estrategias anteriores. La descomposicion de dominio pararfes de soporte global ha demostrado
ser efectiva, el precondicionamiento del sistema también reeluceal condicionamiento pero no se ha
logrado determinar un precondicionador general para las funciorsepdete global. La determinacion del
soporte compacto que mimiza el nimero condicion es un problema aujetestigacion actual.

Empleando el ntcleo multicuddrico y un problema eliptic@ Bpen Cheng et al. [3] muestra una con-
vergencia numérica del ordéhh”) en comparacion co®(h?) obtenido por diferencias finitas. El orden
de convergencia en ecuaciones diferenciales parciales empleaogioegeion via funciones radiales es un
problema de investigacion actual.

En la ultima decada se han desarrollado diversas aplicacionesadpl aproximacion via funciones
radiales, como son: el problema de valor inicial Hon [14], eiduraco lineal de Burger, Hon [15], ecuaciones
diferenciales elipticas, Sharan [16], mateméticas finarsiietan [17] y [18], modelacion de aguas de poca
profundidad, Jichun Li [19] , Hon [20] y Wong et al. [21], campo supeffiide viento, Hickernell [22],
modelo mixto bifasico y trifasico, Hon [23] y [24].

3.1. Descomposicion de dominio

El método de descomposicion de dominio (DD) consta de dos componeinigpades: particion de los
datos y el algoritmo de descomposicion de dominio, ambos estaotestiente relacionados. Por particion
de datos entenderemos al algoritmo que toma un conjunto de pXinto$z1, z2, .., x, }, x; € R? definidos
en una region?, divide la region omega el—particiones o subdominid3 = ; U Q... U 4, donde la
interseccion de regionés N; i # j puede ser vacia, por lo regular se requiere que el nimero de elementos
en cada particion sean similares. El algoritmo de descompasiie dominio, se refiere a las variantes del
algoritmo de Schwarz [25], donde la idea bésica del algoritmo aditmaegiones de traslape de Schwarz
consiste en dividif2 en dos particione$(2;, 22} con una region de traslape, resolver cada particion en



paralelo, transferir la solucion de los puntos en las regiones dapeasiterar hasta que no existan cambios
en la region de traslape.

La estrecha relacién entre la particion de datos y el algoritmo de&zhestriba en que el algoritmo de
Schwarz requiere de las particiones del dominjeel algoritmo de particion de datos se encarga de dicha
tarea.

Dentro de la motivacion para usar descomposicion de domonio se tiene:

= Reduccién del tiempo de computo.

= Excelente herramienta para problemas bajamente acoplados.

= Refinamiento local puede ser facilmente implementado.

= Es necesario para problemas de computo masivo.

= Diferentes modelos fisicos pueden ser usados en distintasqastc

= Es una estrategia para obtener una mejor aproximacion cuando se aprpbdmacion via funciones
radiales.

La particion de datos es ampliamente utilizada en el método de eiefivgto, existen herramientas com-
putacionales que realizan la particion considerando distintasdfiaes de costo para obtenerkasregiones,
ejemplo de ello son: Metis, Chaco, Jostle, Party y Scotch enatantes serial y paralela. Cuando el con-
junto de puntosX estan distribuidos de forma aleatoria, se requiere de otro tipigdetmos de particion,
por ejemplo biseccidn-recursiva, esta clase de algoritmos son demureerés debido a la aleatoriedad de
los datos que es utilizada en la aproximacion via funciones radiales

Una revision basica de métodos de descomposicion de dominio se &acereel libro de Smith [26],
desde el punto de vista de implementacion en el trabajo de Karisg@3k se describe la teoria y pro-
gramacion de EDP’s empleando MPI como lenguaje de programaciémabera abreviada llamaremos a
ecuaciones diferenciales parciales via funciones de baséeadgiaralelo como PRP.

Basicamente existen dos categorias para los métodos de descompiesaidninio que son: con translape
y sin translape, dentro de los cuales se tienen: métodos aditivdigplicativos, iterativos de substraccion,
etc. La seleccion del método a utilizar depende del problema quetéseesolviendo, por ejemplo si ten-
emos regiones con distintas caracteristicas fisicas, reantinable emplear descomposicion de dominio sin
traslape con frontera tipo Neumann-Neumann, (para una mayoemefe de métodos de descomposicion
de dominio consulte la conferencia anual [28]).

Dentro del campo de estudio PRP se cuenta con pocos trabajos meskzkdfecha, un trabajo previo
a PRP se encuentra en Dubal [29] que emplea descompaosicion de domimidabem multicuadrico para
resolver problemas de aproximacion eh. Dentro del campo de PRP en Hon & Wu [30] se muestran
las justificaciones teoricas del algoritmo aditivo de Schwarz eamglo FBR de soporte compacto. En el
trabajo de Kansa & Hon [31], se encontré que dividiendo el problem@&ginnmes méas pequefias el mal
condicionamiento del sistema es reducido, lo que da una mejor apm&man Zhou et al. [32] se mues-
tra el algoritmo de Schwarz con regiones de traslape en las tesiaditiva y multiplicativa, esto es aplicado
a un problema eliptico y a un problema singular perturbado, concluyesl gae de descomposicion de do-
minio es una buena opcion para reducir el mal condicionamiento deingisRecientemente Ling & Kansa
[33] emplean 4 regiones con translape con fronteras tipo Diriitithlet con el clasico algoritmo de
Schwarzaunado a ello se utiliza un precondicionador del sistema lograddoires| tiempo computacional



y mejorando el nimero condicion. Un interesante trabajo se muesiran& Hon [34], emplean un pro-
blema eliptico y realizan una comparacion numérica del algorie Schwarz con region de traslape
(con/sin correspondencia de puntos) y sin regién de traslape, concjugeuando no existe corresponden-
cia de puntos en las fronteras se obtiene el mismo error cuadratiéo quelempleando correspondencia
de puntos, también que el nUmero de iteraciones para la versioplinativa en comparacion con la aditiva
es aproximadamente la mitad. Este resultado es conocidoraarglefinito.

El area de PRP esta en una etapa inicial, se han reportado probléptiasston pocas regiones de
traslape. Todavia no se ha propuesto un enfoque que consideredpatéailominio para datos aleatorios,
implementacion del problema de comunicacion de puntos de frostiejon de problemas dependientes
de tiempo y seleccién del algoritmo de descomposicion de dominitizauti

3.2. Parametro de Control

Las funciones radiales, multicuadrica, inversa-multicuadyiexponencial, requieren de un parametro
de controlc que debe ser dado por el usuario. El parametro de canjiega un papel determinante en la
aproximacion numérica, Carlson & Foley [35], Rippa [36], para prolalede interpolacion y la solucion de
EDO’sy EDP’s.

Desde el punto de vista algoritmico, podemos clasificar los métodagipterminar* como iterativos
y no-iterativos. Dentro de las estrategias no-iterativas seegrtran los trabajos de Kansa [31], Hardy [37],
Moody y Darken [38]. Por otro lado, dentro de las estrategias itasasie cuenta a Rippa [36], Cheng [39],
Gutmann [40], Galperin et al. [41], Alotto et al. [42] y recienterteeel trabajo de Fornberg & Wright [43].

Experimentalmente se conoce que el paramegsta en funcion del nUmero de punt¥s la posicion
espacial de los nodos i = 1, ..., N y la funcion a interpolay 6 la ED P a resolver. La determinacion de
un criterio para conocer el mejor parametres un pregunta de investigacion abierta y de gran interés entre
la comunidad cientifica.

3.3. Mallas y nodos adaptivos

En afos recientes las mallas adaptivas han ganado mucha atéaaioren la parte de ingenieros como
matematicos. Una de las razones es el hecho de que las mallas adsptiviequeridas para problemas
en donde se dan cambios de la geometria del dominio de interés, comareslii®n de problemas de
impacto, penetracion, explosion, fragmentacion y largas defoomegiver Shaofan [44]. La idea principal
en mallas adaptivas es contar con una malla mas fina en zonas deadlemte y una malla menos fina en
regiones con bajo gradiente.

En problemas dependientes del tiempo empleando mallas adaptiyasceso de mallado se da cada
cierto intervalo de tiempad\t. El proceso de mallado es la parte que consume la mayor cantidadnge tie
de computo, cerca d&l porciento del tiempo total.

En los métodos libres de malla, de manera similar a las maligstiaas, se tienen los nodos adaptivos.
Laidea es contar con un mayor numero de nodos en zonas de alto grgdi@nnenor nimero de nodos en
regiones con bajo gradiente. Es decir, se requiere que los nodos sptvoadaon respecto de la solucién
obtenida.

Existen muchas técnicas de mallas adaptivas, como son: h-refitappigefinamiento, h-p-refinamiento,
r-refinamiento y m-refinamiefower Gonzélez [45]. Para mayor referencia de técnicas de mabguizas,
consultar el congreso anual International Meshing Roundtable. Los meresales que deben de satisfacer
las mallas adaptivas son dados en Kallinderis [46] y son subrayaddss editores Thomson & Soni [47]:



= La adaptacion debe resultar en una mejora de la precisién numérica.

= La adaptaciéon debe ser automatica y eficiente.

= Laidea fundamental de la adaptacion de la malla es reducir el erroradetdiacion espacial.
= El error temporal y conservacion deben ser preservados si@srieo}

= El error adicional introducido por los algoritmos adaptivos no debaciedignificativamente los
beneficios obtenidos.

Los puntos generales mostrados son aplicables al disefio de algoritmudodeadaptivos. Tales puntos
proveen criterios iniciales de evaluacion para la compara@é@igbritmos adaptivos. Dado que el proceso
de mallado es una tarea computacionalmente costosa, los nodos adaptiegsieen de un proceso de
mallado y por lo tanto ofrecen una ventaja computacional que deb@is®rrechada.

3.4. Problemas de frontera

Dentro de la tematica de métodos libres de malla empleando a@ci¥imcon funciones radiales, se
tienen los siguientes problemas de frontera.

= Empleando el método de colocacién asimétrico de Kansa, ¢ el aiatgabraico resultan de es inverti-
ble?

= Dada una regio? ¢ R?, determinar la colocacion de los puntos que cubran el dominio, este se
conoce como el proceso de mallado en elemento finito.

= Particion de una regiofe c R? en k—subregiones, donde los nodos estan distribuidos de forma
aleatoria.

= Determinar el orden de convergencia para distintos nacleos radie&xsiaciones diferenciales par-
ciales.

= Formulacion de métodos numéricos en forma conservativa para métwéssde malla.

= ¢ Bajo qué condiciones las funciones radiales de soporte compactojsoesadas funciones radiales
globales? Donde la mejora puede ser tiempo computacional, precisiémicaimé&omplejidad de
implementacion.

= Métodos eficientes de nodos adaptivos en serie y paralelo.
= Determinacion del parametrcen el nacleo multicuédrico.

En el trabajo de Leveque [48], se muestran las bases teoricas \tralgaside métodos numéricos con-
servativos para sistemas hiperbdlicos no-lineales.

4. Propuesta
En las secciones anteriores se han descrito los métodos libredlayg seplanteo el uso de aproximacion

con funciones radiales aplicados a ecuaciones diferencialgalpar A continuacién se plantea el objetivo
principal, los objetivos secundarios, metas a cumplir y cronogmeractividades.
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4.1. Objetivo principal

El objetivo principal de la propuesta de esta tesis es el estudio yifacidn de métodos numéricos, de
descomposicion de dominio, para ecuaciones diferencialeialgarde tipo conveccion difusion, a base de
técnicas de aproximacion radial.

Este objetivo implica la investigacion de algoritmos numéridose$ de mallas que sefigjen en la
estructuracion de procedimientos computacionales paralelos, earsid mejorar el nimero condicion
del sistema algebraico resultante de la discretizacion.

4.2. Objetivos secundarios

Para satisfacer al objetivo principal de la tesis, se coraides siguientes objetivos secundarios:

= Andlisis y disefio de algoritmos de nodos adaptivos para leyesdem@cion: lineales, semi-lineales
y cuasi-lineales.

= Formulacion de algoritmos numéricos conservativos basadosrecagce aproximacion de tipo base
radial.

= Disefio y formulacion de técnicas computacionales paralelas cuye@ade memoria dependa de
los algoritmos numéricos formulados.

= Determinacion de cubiertas -subareas- del domino global diggereel comportamiento de la EDP
como resultado de los algoritmos adaptivos.

= El énfasis de estatesis esta en el desarrollo de métodos numérapsgidemas lineales o problemas
no lineales susceptibles de ser linealizados. En el contexto denesstigacion no descartamos el
analisis y desarrollo de métodos numéricos conservativos.

Con base a los métodos numéricos desarrollados o investigados, se@emerbiblioteca de funciones
con su respectiva documentacion. Esto se traducira en reporeointernos.

4.3. Metas

Considerando los objetivos anteriores, se plantean las metagigurecubiertas durante el transcurso de
la investigacion.

= Programar métodos adaptivos para funciones de base radial.
= Determinar experimentalmente la convergencia para EDP’s teregoral

= Proponer una metodologia para la implementacion de EDP’s en paralel

e Definir un esquema de comunicacion para datos en puntos de fronteigegticiones.
e Programacion del manejo eficiente de archivos /0.
e Determinar un criterio de paro para los algoritmos paralelos.

= Determinar los métodos numéricos 6ptimos para la discretizacionddgil@da temporal.
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= Definir algoritmos de nodos adaptivos para problemas elipticoddimean distintos ndcleos radiales.
= Definir un conjunto de problemas para criterios de validacion.

Las metas planteadas nos proporcionan una guia de actividadesfaceatmra lograr implementar
métodos numeéricos empleando funciones de base radial para prokelepiay 3D.

4.4. Cronograma de Actividades

En la siguiente tabla se muestra el cronograma de actividades d@ koisngstres que cubren los 3
afnos del Doctorado. Existen algunos temas que por su relevancia eai@s trimestres: Inv. Estado del
Arte y Redaccion de Tesis. En general los puntos citados se delbejeirde manera constante durante el
transcurso de la investigacion.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Definicion de Tema *x

Inv. Estado del Art% S A I B

Inv. Estado del Arté: S I R N I B
Estudio EDP en gral. fo I I B R R
Descomposicion Doming S N

Nodos Adaptivos * * *

Alg. Num. Conservativos o I el R

Teoria de FBR *ox *x *oox

Escritura Articulos * * *
Evaluacion de Métodos *ox *oox

Avance 50 % Tesis N

Redaccion de Tesis S A IR I
Defensa de Tesis *

El contenido de la tabla cubre los aspectos generales del planbdgtrdlo se incluyen las tareas re-
gueridas por el Departamento de Ciencias de la Computacion,tdesamni el reporte "Programa Doctoral
en Ciencias de la Computacion, Guia para Estudiantes”, se asunsagupuntos deben de ser cubiertos
en su totalidad.

5. Metodologia

La idea general es llegar a resolver problema8ienpara ello se resolveran una serie de problemas en
1Dy 2D paulatinamente.

En primera instancia se plante6 un problema difusive= u,, en1D, en donde se conocia la solu-
cion analitica, se resolvio por diferencias finitas y el métod&atesa, implementandolo en modo serial y
posteriormente en paralelo. Con este sencillo ejemplo se logrpreocer como se emplea MPI para dar
solucion a una EDP en particular y analizar los pasos que conlldgamalementacion en paralelo.

Posteriormente se planted la solucién del problema de PoissBb epor colocacion no simétrica de
Kansa, que se muestra en la seccion de resultados preliminareich® problema se distinguieron dos
conceptos importantes: particion de datos e implementaciénralejoa

3Investigacion del tema de interés para definir la propuestidpal.
“Busqueda de articulos relevantes.
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De lo expuesto anteriormente, se tienen los dos primeros problerassiger: proponer un esquema de
comunicacion en paralelo para el envio de datos de puntos de frontevmén y dada la particion de datos
determinar los puntos de frontera en comuan entre particionesog\problemas deben considerar datos en
3D.

Por otro lado y desde el punto de vista numérico, los resultadozamadi para el caso lineal de convec-
cion difusion enl D, nos plantea el estudio y desarrollo de nuevos algoritmos radegeales y paralelos,
en2Dy 3D basados en distintos ndcleos radiales y asi analizar sus ordemmeweencia. Esto con objeto
de desarrollar algoritmos mas eficientes.

Empleando distintos ndcleos radiales se determinara experimental@ orden de convergencia para
un problemal D temporal. Este enfoque numérico es importante para determinamiargencia ya que no
hay resultados mostrados en esta direccion.

Los esquema de mallas adaptivas son conocidos en el area de elénientee analizaran cuales de los
conceptos implicitos en estas técnicas son aplicables a lostaigstibres de mallas. Ejemplo de ello es la
adicion/remocion de nodos que se adapten al tipo de solucion obtenida.

Con respecto a descomposicion de dominio, se exploraran algunasteardel algoritmo de Schwarz
gue resulten apropiadas para el problema a resolver. Dentro daeriastes del algoritmo de Schwarz se
contemplan los casos de fronteras tipo Dirichlet-Dirichlet y Neumideumann.

En particular, y para el caso de leyes de conservacion, primelinaeanos casos enD hiperbolicos en
diferencias finitas, en donde se tenga formacion de ondas de chogueezBmalizados los casos de estudio,
se investigaran esquemas que consideren el uso de aproximadééplateado en forma conservativa que
utilice particion de dominio.

Finalmente, para validar que la solucion numérica obtenida por lostalgs propuestos sea correcta,
se debe satisfacer que la solucion obtenida sea mejor o iguabtelnido con otro métodos numéricos, por
ejemplo volumen finito. Para ello se debe seleccionar varios cagasidba y analizar los resultados.

La seleccién de la ecuacién diferencial parcial de prueba se dividesnasos: se conoce la soluciéon
analitica y no se conoce la solucion analitica. En el segundo casmyutads numérica se ha validado en
distintos articulos quedando asi establecida la certeza deaodulcion numérica obtenida es correcta.
Cuando se conoce la solucion analitica, podemos medir el error danegtipleando por ejemplo el error
cuadratico medio

1 2
=1
dondeN es el nimero de nodos es la solucién analitica’ la solucion determinada numéricamente.
6. Resultados Preliminares
En esta seccion se describen tres ejemplos: el primero consiste@ndion del problema de Poisson en
2D lineal con coeficientes constantes, el segundo ejemplo es un probiigraeaéelo aplicado a la ecuacion

de Poisson sobre un dominio irregular, en el Gltimo se compara nuan@&nte un problema conveccion-
difusion en1 D empleando nucleo multicuadrico, placa delgada y diferencias finitas.
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6.1. Problema de Poisson

Sea) ¢ R? un dominiod—dimensional y denotemos péX) ¢ I' la frontera del domino. Se desea
resolver la ecuacion de Poisson

Lu = f enQ (4)
Bu = g endfQ

dondeL, es un operador diferencial, en particular el Laplaci&ioy B nos determina las condiciones de
frontera, Dirichlet, Neumann o Robin. En particular se tierneckaacion eliptica

Uzy + Uyy = 13exp (—22 4+ 3y)  enq (5)

que es usada en Kansa [9] y Hon [49]. La solucion analitiea(esy) = exp (—2x + 3y). Las condiciones
de frontera estan determinadas por la solucion analiticB. éfl dominio de interés es un cuadrilatero
unitarioQ = [0, 1]? cond = 2. Para determinar el error cometido entre la solucién analitieaegtimada
se utiliza

1< ~\2
ECM = le;(uz—ul) (6)

dondeu denota a la solucion analiticayla estimada.

1 . . . . .
0t * * * * * +
+ * * * * * +
06} Q
+ * * * + + +
0.4
+ * * * * * +
02y + + + + + 4
0 % 4 % %
a 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1. Distribucion de 49 puntos equiespaciados.

Se tomanN = 49 puntos distribuidos en el intervalo, 1]2, como se muestra en la Figura 1, de los
cuales24 nodos corresponden a los puntos de fronte2d y puntos interiores. Resolviendo (5) con el
nacleog (1) = v/r2 + c2 se obtiene uarror = 7,147 x 10~ conc = 2 4.
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Resolviendo el mismo problema pero con diferencias finitas para leoyalkamos segundas derivadas
centrales se obtiene un erf9899 x 10~2. Notese que el uso de la funcién radial con ndcleo multicuadrico
es dos ordenes de magnitud superior que diferencias finitas, estoisgsritason la convergencia espectral
reportada para problemas elipticos.

Variando el parametro se obtiene la Figura 2 que muestra como disminuye el error conforroe ere
valor dec, lo cual es consistente con el principio de incertidumbre delsaka

Uxx+Uyy = 13exp(-2x+3y)
0.09 . ;

0.08

0.07

0.06

0.05+

RMS

0.04 1

0.03

0.02

0.01

0 5 10 15 20 25
Variacion ¢=[0.1,..,2.4] con N=49.

Figura 2. Disminucién del error conforme crece el parametro C.

6.2. EDP en Paralelo

Se describe el algoritmo clasico de Schwarz con region de peglaoincidencia de puntos. Esto es
aplicado a un problema eliptico em.

Sin pérdida de generalidad, considere que la regiéata dividida en dos particiones como se muestra en
la Figura 3, cada regi6ih= 1, 2 esta caracterizada por los puntos en la front¥$tg puntos de la particion
Q; y puntos de transferencia entre dominio, los cuales corresponderterteation de ambas regiones. El
problema consiste en resolver la EDP (8) en paralelo formada pdatos de cada particion e intercambiar
informacion para actualizar las fronteras, este proceso sehiéesta que el cambio en la region de translape
sea menor que una cota Los puntos de frontera comifi';, 2} entre ambas regiones toman valores
iniciales arbitrarios. Lo anterior se representa de formatiter como:

Lu} = f(x) en{y
Lu’f = g(l’) en@Ql\I‘l
qu = ug_l‘pl enl’y
y (7)
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Lut = f(x) en(,
LU? = g(l’) en 8QQ\F2

Ll s |

E(m

I
OO .
HE B N

r——-—---

Figura 3. Particion en dos Dominios.

Para el ejemplo mostrado en la Figura 3, el intercambio de infodmamrresponde a enviar el dato
u1(1,3) — ua(1,1) y u2(1,0) < ul(1,2), considerando los indices por separado para cada region.
Considere la siguiente EDP:

Uy +Uyy = 4 €enfd (8)
u(z,y) = 8 enods)

definida sobre el dominio €R? descrito en la Figura 4, este problema consist&/es 1,771 nodos, los
cuales estan divididos en nodos de la front¥gg = 594 y nodos del interiotNg = 1,117. Empleando
el nacleo de placa delgada y formando el sistema lineal de ecua@aesolverd\ = b, conA = A;; =
¢ (||zi —z4]|) ed,j =1, .., N, lamatriz resultante requiere de 25 Mbytes de memoria empleancisipre
doble, lo cual es viable computacionalmente, pero nos restringe @&prablque dependan de la capacidad
de memoria y velocidad de procesamiento de la computadora.

Para resolver (8) se dividio el problema en 5 regiones con traslapde cada particion corresponde a las
letras/, N, A, O, E, el traslape se da en la region que comunica a cada letra como seanaurelst Figura
5. Se utilizo el algoritmo clasico de Schwarz que lo podemos enurmiao:

Algoritmo : Schwarz Aditivo

Iterar hasta convergencia
Para cada particiofn,,

L

Figura 4. Definicién del Dominio a Particionar.
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ENED

Figura 5. Cinco regiones con traslape para resolver el probl ema en paralelo.

Figura 6. Poisson en paralelo con 5 particiones que correspo nden a cada letra.

Resolver 4;)\; = b;
Actualizar las frontera¥;|r, del vecino artificial de fronter8,;.

Se realizo un numero fijo de iteraciones, 14 en este caso. Elifhgod fue implementado en C++
utilizando Microsoft Visual empleando MPICH (Gropp et al. [50]), eolenguaje de comunicacién y uti-
lizando Gauss con pivote parcial para resolver el sistema de ecuatiimaes cuyo orden de complejidad
esO(n?) en almacenamiento®(n?) para resolver el sistema.

La ecuacion (8) se resuelve aplicando el Algoritmo 1 con la®negi mostradas en la Figura 5, el resulta-
do es mostrado en la Figura 6, que lo podemos interpretar como lag@ie calor dado en las fronteras
hacia el interior del modelo. Como era de esperarse, las zonasezwr palor se encuentran alejadas de la
orillay cerca de los centros de cada letra.

En este segundo experimento, nos interesa analizar graficanuénpasp en las fronteras logicas de las
particiones. Es decir, el intercambio de informacion en las zamasiges. Para ejemplifcar esto empleare-

FHEHT TR AT A AT FTIASA AT AASTSTIAAS FHEHEHFFTHFFTFFEAFELS TAFTTTRINTETNY

* *
L F

*

*

*

*

*

*

*

*

FHE TR AT A AT FTAAATFTAA AN

# o o o o o s

*

*
*
*
*
*
*
*
*
*
*

*
*
*
*
*
*
*
*
*
w FEHFFHFTHFFANFTES FATTITRNNTNSTN

% o o# o# o# % % %

Figura 7. 1zq. dominio original, Der. dominio original divid ido en dos regiones con traslape.
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Figura 8. Intercambio de informacion entre dos regiones, em pleando Algoritmo de Schwarz y
el nlcleo radial de Placa Delgada
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mos (8) definida sobre un rectanguto= {(z,y)| a < x < b, ¢ < y < d} como se muestra en la parte
izquierda de la Figura 7, el dominio es particionado en dos regiomesr@region minima de traslape (2
vecinos) como se muestra en la parte derecha de la Figura 7.

Para resolver (8) se emple6 el nucleo de placa del@ddéy el Algoritmo 1. En la Figura 8 se muestra
la solucion numérica de la EDP (8) en las iteraciofies, 6,9, 14}. Observe como se da el intercambio de
informacién en cada iteracion, note que en la parte de abajo de la Bigggabtiene el resultado como si
se hubiera resuelto el problema sin particion de dominio.

6.3. Conveccion-Difusién

La siguiente EDP de tipo conveccion-difusion lineal es andbzen Boztosun [51]

sujeta a condiciones de frontera tipo Dirichlet e inicio. La solueidalitica esta dada por

u(z,t) = aebl—ax

o ot /AR (10)

2k,
Para dar solucion numérica a (9) se emplea Euler hacia adelante saedidar el tiempo. Utilizando la
notacion de FBR se tiene
AL = oA 1 & [kmcbx + kx<1>x] A (11)

dondek denota el tamafio del paso en el tiempo. De una forma compacta
PAMH = GAn (12)

dondeG = ® + k[k,.®, + k,®,]. Expresando el sistema iterativo a resolder= b. La ecuacion (12) la
descomponemos:

b = G\" (13)
oA\ =

gue son resueltas en dos pasos. Por el momento, no nos intersa una coamgutacionalmente eficiente
de resolver (13), como puede ser emplear la factorizacién LUlmatggtodo iterativppor ejemplo SOR o
GMRES. Se empleo el método de Gauss con pivoteo parcial que est@elatanera implicita en Matlab
mediante el operador binario slash.

En el primer experimento se varia el nimero de puifos {10, 20, 30, 40, 50, 60} manteniendo fijo
el tamafio del paso del temgo= 0,001 y con los valores:,, = 2, k, = —1,a = 107, b = —0,5y
tmax = 1. Se emplearon las funciones radialéBS'y M@ con el parametre = 1 paralM ). En la Figura
9 se muestran ambos resultados. La linea punteada corresponde @bennato empleandd/Q y la linea
continua corresponde al error empleaddds. En dicha gréafica no hay una diferencia notable entre ambos
resultados. Se esperaba que utilizand@ se hubiera obtenido un error menor, esto se debe a que no se
seleccion6 el mejor parametro

En el siguiente ejemplo se compara la solucion numérica empleandméagries radiales multicuadrica,
placa delgada y el método de diferencias finitas. Siendo los pagEme

tmax = 1, At =0,0001, a = 157, b = 0,5, kyy = 2, ky = —1
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Ut=a*Uxx+b*Ux
1 T T T T

RMS

10 20 30 40 50 60
Numero de puntos N

Figura 9. La linea punteada corresponde a MQ y la linea contin  uaa TPS.

los errores encontrados son:

= MQ@Q: e=0.0041conN =10y c = 56.

= TPS: e =0.0041, pero se requirieraN = 76 para igualar la precision d&/Q). Con N = 10 el
error cometidae = 1,2794.

= DF: ¢=0.0041, pero se requirierad = 3000, At =0.0000001, para igualar la precision t&)).
ConN = 10 el error cometide =1.9415.

Como puede notarse, el numero de nodos necesarios para obtener elemisnconV/ @), TPSy DF
es: 10, 76 y 3000 respectivamente. Es decir, la diferencia en nimero de nodosesdknes de magnitud
entreMQy DF.

En los ejemplos mostrados se abordaron tres clases distintas denasbioisson, PRP y Conveccion-
Difusion. Estos resultados muestran problemas tipicos que se eacuenia literatura y en particular para
el campo naciente de PRP. Se le di6 un especial cuidado al problenRRigaPque consideramos que
descomposicion de dominio es una condicidn necesaria paramadbteales.

Hasta donde tenemos conocimiento, no se ha reportado ningun trabajodense estudie la posible con-
vergencia espectral de discretizaciones con nucleos multicuadri@oprpalemas de conveccién-difusion.
Los resultados anteriores representan un primer esfuerzo en estadtire indican que efectivamente la ve-
locidad de convergencia del naclé6Q supera considerablemente la correspondiente velocidad gasa
y DF.

Este trabajo se continuara con objeto de profundizar y verificar ncaméeinte la conjetura de que el
nucleoM @ tiene convergencia espectral para el caso de conveccionédifusi
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