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Requer��a Her�on II, rey de Siracusa y pariente de Arqu��medes (287
a.C. - 212 a.C.), saber si la corona encargada al orfebre local era
realmente de oro puro. Advirti�o el rey a Arqu��medes,
expresamente, que no da~nase la corona. Arqu��medes dio varios
rodeos al problema, hasta que un d��a, al meterse en la ba~nera, vino
a solucionar el asunto. De acuerdo con lo percibido, pens�o que el
agua que se desbordaba ten��a que ser igual al volumen de su
cuerpo en ella sumergido, por lo que, trasladando el asunto a la
corona de Her�on, si med��a el agua que rebosaba al meter la corona,
acceder��a a saber el volumen de �esta, y acto seguido, podr��a
compararlo con el volumen de un objeto de oro que pesase igual
que la corona. Si los vol�umenes no fuesen iguales, ser��a la prueba
de que la corona no era de oro puro. Excitad��simo por el
descubrimiento, sali�o del ba~no y corriendo desnudo, a palacio,
gritaba: <Lo encontr�e! <Lo encontr�e!.Gerardo Arellano, Javier Cabanillas Normalized Cuts and Image Segmentation
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El griego eurhka (Eureka) pasa a la posteridad como la expresi�on
que anuncia el descubrimiento. Arqu��m des logr�o demostrar que la
corona ten��a mayor volumen que un objeto de oro con el mismo
peso, conten��a plata, un metal de menor densidad que el oro. �La
f�ormula fundamental de la teor��a Gestalt, puede ser expresada de la
siguiente forma: Hay todos cuyo comportamiento no
est�a determinado por sus elementos individuales, sino donde los
procesos parte se encuentran determinados por la naturaleza
intr��nseca del todo. Es la esperanza de la teor��a Gestalt el
determinar la naturaleza de tales todos�.
Max Wertheimer, lecci�on dada en 1924 a la Sociedad Kantiana de
Berl��n.
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Resumen

Se propone un nuevo m�etodo para resolver el problema del
agrupamiento perceptual en visi�on, tratando la segmentaci�on de
im�agenes como un problema de partici�on de grafos y se presenta
un nuevo criterio global, el corte normalizado (normalized cut),
para segmentar grafos. Se muestra que una t�ecnica computacional
e�ciente basada en un problema generalizado de autovalor puede
ser usado para optimizar este criterio. Este m�etodo se aplic�o tanto
en im�agenes est�aticas como en secuencias en movimiento, logrando
resultados alentadores.
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organizaci�on perceptual en visi�on.
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Introducci�on II

Se presenta un marco de trabajo para este problema, centrado
espec���camente en segmentaci�on de im�agenes
Aspectos de selecci�on de partici�on:

No existe s�olo una respuesta correcta
La partici�on es inherentemente jer�arquica

La segmentaci�on de im�agenes basada en caracter��sticas de
bajo nivel no puede y no debe apuntar a producir una
segmentaci�on �nal correcta. El objetivo debe ser usar la
coherencia a bajo nivel para secuencialmente distinguirse con
las particiones jer�arquicas. El conocimiento a medio-alto nivel
puede ser usado para con�rmar estos grupos o seleccionar
alguno para brindarle mayor atenci�on.
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Introducci�on III

La partici�on de la imagen
ser�a del panorama hacia
abajo (de lo general a lo
particular)

El m�etodo de divisi�on
jer�arquico propuesto
produce un dendograma
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Introducci�on IV

MRF
1 Cu�al es el criterio que queremos optimizar
2 Existen algoritmos e�cientes para llevar a cabo la optimizaci�on

El m�etodo. un conjunto arbitrario de caracter��sticas es
representado mediante un grafo pesado no dirigido
G = (V ;E ), donde los nodos del grafo son puntos en el
espacio de caracter��sticas, y las ramas est�as formadas por
cualquier par de nodos. El peso en cada nodo, w(i ; j), es una
funci�on de similaridad entre los nodos i y j .
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Criterios para particionar un grafo
1 Cu�al es el criterio preciso para una buena partici�on
2 C�omo puede calcularse e�cientemente una partici�on

La de�ciencia de los m�etodos. se basan en propiedades locales
del grafo

Se propone un nuevo criterio basado en teor��a de grafos para
medir la bondad de una partici�on de imagen: el corte
normalizado
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Agrupamiento como Partici�on de Grafos I

cut(A;B) =
X

u2A;v2B

w(u; v) (1)

La partici�on �optima de un grafo es la que minimice este valor de
corte (minimum cut)
Wu y Leahy propusieron un m�etodo de clustering basado en este
criterio de partici�on m��nimo.

Figura: Un caso donde el m��nimo corte da una mala partici�on.
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Agrupamiento como Partici�on de Grafos II

Ncut(A;B) =
cut(A;B)

assoc(A;V )
+

cut(A;B)

assoc(B;V )
(2)

donde assoc(A;V ) =
P

u2A;t2V w(u; t)

Nassoc(A;B) =
assoc(A;A)

assoc(A;V )
+

assoc(B;B)

assoc(B;V )
(3)

donde assoc(A;A) y assoc(B;B) son pesos totales de las ramas
que conectan nodos en A y B, respectivamente.
La asociaci�on y disociaci�on de una partici�on est�an naturalmente
relacionadas.
Los dos criterios de partici�on son id�enticos y puedes ser satisfechos
simult�aneamente. En este caso, se usa el corte normalizado como
criterio de partici�on.Gerardo Arellano, Javier Cabanillas Normalized Cuts and Image Segmentation
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Calculando la Partici�on �Optima I

El problema de encontrar el corte m��nimo de un grafo es
NP-Completo. El resultado aproximado puede encontrarse como se
explica a continuaci�on:
Considerando el vector x correspondiente a la bisecci�on a obtener,
de modo que si xi = 1, el nodo pertenece al subgrafo A y si
xi = �1 pertenece al subgrafo B

Ncut(A;B) =
cut(A;B)

assoc(A;V )
+

cut(A;B)

assoc(B;V )

=

P
xi>0;xj<0

�wijxixjP
xi>0

di
+

P
xi<0;xj>0

�wijxixjP
xi<0

di

(4)

Gerardo Arellano, Javier Cabanillas Normalized Cuts and Image Segmentation
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Calculando la Partici�on �Optima II

Y de�niendo:

1 El vector d , como el vector que contiene las incidencias de
cada nodo, de modo que di =

P
j Wij

2 La matriz diagonal D como la matriz formada por los
elementos de d en su diagonal principal

3 La matriz sim�etrica W con W (i ; j) = wij

4 k =

P
xi>0 di
P

i di

5 1 se una matriz Nx1 para todas.
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Calculando la Partici�on �Optima III

Usando el factor (1+x)
2 y (1�x)

2 como indicadores de matrices para
xi > 0 y xi < 0, respectivamente, podemos reescribir 4[Ncut(x)]
como:

=
(1 + x)T (D �W )(1 + x)

k1TD1
+

(1� x)T (D �W )(1� x)

(1� k)1TD1

=
(xT (D �W )x + 1T (D �W )1)

k(1� k)1TD1
+

2(1� 2k)1T (D �W )x

k(1� k)1TD1

(5)
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Calculando la Partici�on �Optima IV

Dado

�(x) = xT (D �W )x

�(x) = 1T (D �W )x

 = 1T (D �W )1

M = 1TD1

b = k
(1�k)

 = 0

Gerardo Arellano, Javier Cabanillas Normalized Cuts and Image Segmentation
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Calculando la Partici�on �Optima V

Haciendo y = (1 + x) - b(1 - x), es f�acil ver que

yTD1 =
X

xi>0

di � b
X

xi<0

di = 0 (6)

dado b = k
1�k

=
P

xi>0
di=
P

xi<0
di y

yTDy = b1TD1
Poniendo todo junto tenemos,

minxNcut(x) =
minyy

T (D �W )y

yTDy
(7)

con la condici�on y(i) 2 1;�b y yTD1 = 0
Gerardo Arellano, Javier Cabanillas Normalized Cuts and Image Segmentation
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Calculando la Partici�on �Optima VI

La expresion anterior es conocida como el cociente Rayleigh. El
vector y solo puede tener valores de 1 o -1 por ser esos los valores
que pueden tomar los componentes de x.
Relajando esa condici�on y permitiendo que los elementos de y
puedan ser reales, se puede minimizar el cociente resolviendo la
siguiente ecuaci�on

(D �W )y = �Dy (8)
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Calculando la Partici�on �Optima VII

Esta ecuaci�on puede convertirse en un sistema de autovalores
est�andar, a partir del cual es posible demostrar que el segundo
menor autovector yl minimiza el cociente planteado (Shi y Malik).
Ese segundo menor autovector se puede emplear entonces para
determinar que nodos van en cada grupo de la bisecci�on, es decir
en el caso de una imagen que puntos corresponden a uno de los
agrupamientos.
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Algoritmo de Agrupamiento

1 Establecer un grafo pesado G = (V,E), establecer el peso de
las aristas, conectando 2 nodos de acuerdo a una medida de
similaridad entre estos.

2 Resolver (D �W )x = �Dx para los autovectores con los
autovalores m�as peque~nos

3 Usar el autovector con el segundo autovalor m�as peque~no
para biparticionar el grafo

4 Decidir si la actual partici�on deber��a ser sub-dividida, y
recursivamente reparticionar las partes segmentadas si es
necesario

Gerardo Arellano, Javier Cabanillas Normalized Cuts and Image Segmentation
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Caso Im�agenes Brillantes

1 De�nir el grafo pesado G = (V,E), cada p��xel es un nodo, y
conectar cada p��xel con una arista, el peso de las aristas
deber��a reejar la probabilidad de que los dos p��xeles
pertenecen a un objeto. Usando los valores de brillo de los
p��xeles y su localizaci�on espacial podemos de�nir un grafo
pesado conectando los nodos i y j como:
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Pasos 1 y 2

1 Resolver para los autovectores con los autovalores m�as
peque~nos

(D �W )x = �Dx

2 El autosistema generalizado puede ser transformado en un
problema est�andar de autovalores

D�1=2(D �W )D�1=2x = �x

3 Pero este sistema est�andar toma O(n3) operaciones, n es
n�umero de nodos
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Pero el grafo tambi�en tiene las siguientes propiedades

1 Los grafos son com�unmente conectados localmente y los
resultados del autosistema son muy escasos

2 Solo pocos autovectores superiores son necesarios para
particionar el grafo

3 El requerimiento de la precisi�on es baja, muchas veces solo es
requerido la parte del signo correcto

Soluci�on Lanczos explota estas caracter��sticas y su algoritmo tiene
complejidad O(mn)+O(mM(n)), donde m es el n�umero m�aximo de
matriz-vector y M(n) es el costo de calcular la matriz-vector de Ax,
donde A = D�1=2(D �W )D�1=2, notemos que la estructura de A
es id�entica a la matriz de pesos W, as�� que A y el calculo del
matriz-vector solo toman complejidad O(n), donde n es el n�umero
de nodos Gerardo Arellano, Javier Cabanillas Normalized Cuts and Image Segmentation
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No se utilizan todos los nodos

1 El factor constante es determinado por el tama~no de la
vecindad espacial de un nodo

2 Emp��ricamente podemos reducir las conexiones de cada nodo
a sus vecinos por seleccionar aleatoriamente las conexiones
con sus vecinos para el grafo pesado

3 Se puede remover el 90% del total de las conexiones sin
afectar la soluci�on de los autovectores en el sistema

4 Cada matriz vector cuesta O(n), m depende de muchos
factores, t��picamente se observo que m es menor que (n1=2).
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Paso 3

1 Una vez que hemos calculado los autovectores, particionamos
el grafo en 2 partes usando el segundo autovector m�as
peque~no. Se busca el punto de divisi�on tal que el resultado de
la partici�on tiene el mejor valor Ncut(A,B).

2 La b�usqueda es hecha veri�cando l puntos de divisi�on
equitativamente espaciados y calcular el mejor corte, los
valores de los autovectores son usualmente bien separados y
este m�etodo de selecci�on y divisi�on de puntos es muy �able,
incluso con un l muy peque~no
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Paso 4

1 El grafo esta dividido en 2 partes, podemos recursivamente
ejecutar el algoritmo de estas dos particiones,

2 Si se utilizan los dem�as autovectores, se terminan ignorando
estos porque tienen valores ligeramente diferentes.

3 Se encontr�o que un simple umbral en la relaci�on puede ser
usada para excluir autovectores inestables, 0.06 en todos los
experimentos.
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Autovectores m�as peque~nos del sistema de autovalores
generalizado

Figura: se muestran los autovectores que corresponden el 2do autovalor

m�as peque~no al 9no autovalor m�as peque~no
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N-cut Recursivo en 2 divisiones

1 Establecer un grafo pesado G = (V,E), calcular los pesos de
cada arista, y resumir la informaci�on en W y D.

2 Resolver (D �W )x = �Dx para los autovectores con los
autovalores m�as peque~nos

3 Usar el autovector con el segundo autovalor m�as peque~no
para biparticionar el grafo, para encontrar el punto de
partici�on talque Ncut es maximizado

4 Decidir si la actual partici�on deber��a ser sub-dividida
veri�cando la estabilidad del corte y asegurar que Ncut esta
por debajo del valor especi�cado.

5 Recursivamente reparticionar las partes segmentadas si es
necesario
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Experimentos

1 Aplicados en segmentaciones basadas en brillo, color, textura,
o informaci�on de movimiento.

2 Se construye el grafo G = (V,E) tomando cada p��xel como un
nodo y se de�ne el peso de la arista wij entre el nodo i y j,
como el producto de un t�ermino de caracter��stica de
similaridad y un t�ermino proximidad espacial

3 donde X(i) es la localizaci�on espacial de un nodo i, y F(i) es
el vector de caracter��sticas basados en intensidad, color, o
informaci�on de la textura.
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Vector de caracter��sticas F(i)

1 F(i) = 1, en caso de segmentaci�on de conjunto de puntos

2 F(i) = I(i) el valor de la intensidad, en caso de segmentaci�on
de im�agenes con brillo

3 F(i) = [v ; v � s � sin(h); v � s � cos(h)](i), donde h,s,v son los
valores HSV, para segmentaci�on a color.

4 F(i) = [jI � fi j; :::; jI � fnj](i), donde fi son los �ltros DOOG
con varias escalas y orientaci�on, en caso de segmentaci�on de
textura.
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Resultado de segmentaci�on en conjunto de puntos

1 El algoritmo es capaz de extraer la mayor��a de los
componentes de una escena mientras que ignora las peque~nas
variaciones, posteriormente, se puede reparticionar
recursivamente para descomponer cada pieza si as�� se deseara.

Figura: Parametro �x = 5; r = 3
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Figura: La Intensidad de la imagen es normalizada de entre 0 y 1,

muestra los componentes de la partici�on con valor Ncut menor que 0.04

y par�ametros de �I =0.01, �X =4.0, r = 5Gerardo Arellano, Javier Cabanillas Normalized Cuts and Image Segmentation



Resumen
Introducci�on

Agrupamiento como Partici�on de Grafos
Algoritmo de Agrupamiento

Experimentos
Relaci�on con la Teor��a Espectral de Grafos

Otros m�etodos de la Teor��a de Grafos para segmentaci�on
Conclusiones
Referencias

Resultado de segmentaci�on en im�agenes con brillo

Figura: intensidad de la imagen varia de 0 a 1, ruido gaussiano con

� =0.1 es agregado
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Resultado de segmentaci�on en im�agenes con textura

Figura: Las im�agenes muestra la mayor��a de los componentes. Las

caracter��stica de las texturas usadas corresponden a convoluciones con

�ltros DOOG en 6 orientaciones y 5 escalas
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Resultado de segmentaci�on en im�agenes con movimiento

Figura: 2 capas de una imagen, la cabeza y el cuerpo tienen per�les de

movimiento diferentes, cabeza tiene textura en 2D y per�l de movimiento

m�as puntiagudo, y el cuerpo tienen per�l de movimiento m�as dispersos
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4.1 Tiempo de Ejecuci�on

1 El tiempo de ejecuci�on de Ncut es O(mn), donde n es el
n�umero de p��xeles y m el numero de pasos que Lanczos
necesita para converger

2 En una imagen de 100X120, al algoritmo le tom�o cerca de 2
minutos en una maquina a 200Mhz
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Selecci�on de pesos de las aristas del grafo

1 se utiliz�o una funci�on exponencial de la forma de
w(x) = e�(d(x)=�)

2
para el peso de las aristas, con similaridad

d(x), el valor de � es com�unmente el 10-20% del rango total
de la funci�on de distancia d(x).

2 Esta funci�on de pesos es adecuada para im�agenes t��picas y
espacios de caracter��sticas

3 Pero el agrupamiento podr��a ser de diferentes niveles y tipos
de abstracci�on, y podr��a crear conicto

4 Por lo tanto la funci�on de peso podr��a variar de una regi�on a
otra, particularmente en im�agenes texturizadas
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Una Interpretaci�on F��sica

Relaci�on con la Teor��a Espectral de Grafos I

El m�etodo desarrollado se basa en conceptos de la teor��a espectral
de grafos
La idea central es usar Teor��a de Matrices y �Algebra Lineal para
estudiar las propiedades de la matriz de incidencia,W , y la matriz
Laplaciana, D �W ,del grafo y relacionarlos con varias propiedades
del grafo original.
Chung propuso una de�nici�on normalizada de la Laplaciana, como
D�1=2(D �W )D�1=2.
La teor��a espectral provee cierta gu��a sobre la bondad de la
aproximaci�on del corte normalizado provisto por el segundo
autovalor de la Laplaciana normalizada.
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Una Interpretaci�on F��sica

Relaci�on con la Teor��a Espectral de Grafos II

Nuestra derivaci�on puede ser adaptada (reemplazando la matriz D
en los denominadores por la matriz identidad I) para mostrar que el
vector Fieldler es ua soluci�on de valor real para el problema del
m��nimo corte, el cu�al podemos llamar corte promedio.
Se parece al corte normalizado, pero el corte promedio no minimiza
simult�aneamente la disociaci�on sobre las particiones mientras
maximiza la asociaci�on en los grupos.
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Una Interpretaci�on F��sica

Relaci�on con la Teor��a Espectral de Grafos III

Cuano aplicamos ambas t�ecnicas al problema de segmentaci�on de
una imagen, encontramos que el corte normalizado produce
mejores resultados en la pr�actica.
�Area de aplicaci�on de partici�on espectral: c�omputo cient���co
paralelo
El corte normalizado est�a tambi�en fuertemente relacionado con las
propiedades clave de un Camino Aleatorio de Markov.
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Una Interpretaci�on F��sica

Una Interpretaci�on F��sica I

Pensemos en el grafo pesado como un sistema de
masa-resorte, donde:

Los nodos del grafo son las masas f��sicas

Las aristas del grafo son los resortes

Los pesos de las aristas son el grado de rigidez de los resortes

Y el total de pesos de aristas entrantes es la masa del nodo
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Una Interpretaci�on F��sica

Una Interpretaci�on F��sica II

Imagine que se le da una fuerte sacudida al sistema de
masa-resorte, forzando los nodos a oscilar en la direcci�on
perpendicular al plano de la imagen.

Los nodos que tienen conexiones de resortes fuertes entre ellos
probablemente oscilar�an juntos.

Eventualmente, el grupo ser�a sacado del plano de la imagen

En general, el estado de equilibrio del comportamiento de los
nodos puede ser descrito por su modo fundamental de
oscilaci�on y se puede demostrar que los modos fundamentales
de oscilaci�on de este sistema de masa-resorte son exactamente
los autovectores generalizados del corte normalizado.
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Comparaci�on con otros m�etodos

Comparaci�on con otros m�etodos I

Corte Promedio: minA�V
cut(A;V�A)

jAj + cut(V�A;A)
jV�Aj

An�alogamente, la Asociaci�on Promedio puede ser de�nida
como: assoc(A;A)

jAj + assoc(V�A;V�A)
jV�Aj

A diferencia del caso del Corte Normalizado y Asociaci�on
Normalizada, el Corte Promedio y la Asociaci�on Promedio no
tienen una relaci�on simple.

Por tanto, no se puede simult�aneamente minimizar la
disociaci�on sobre las particiones mientras se maximiza la
asociaci�on en los grupos.

Los Cortes Normalizados producen mejores resultados en la
pr�actica
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Comparaci�on con otros m�etodos II

Figura: Relaci�on entre corte normalizado y otras t�ecnicas de partici�on

basadas en autovectores. Comparado con la formulaci�on de corte

promedio y asociaci�on promedio, el corte normalizado busca un balance

entre la meta de encontrar grupos y encontrar divisiones.
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Comparaci�on con otros m�etodos III

La asociaci�on promedio tiene un problema para encontrar
clusters fuertemente cerrados - corre el riesgo de encontrar
clusters peque~nos y fuertemente cerrados en los datos.

El corte promedio no toma en cuenta la similaridad del grupo
- problemas cuando la disimilaridad entre los grupos no
est�a claramente de�nida.
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Comparaci�on con otros m�etodos IV

Considere 1-D puntos de datos aleatorios

Cada punto de dato es un nodo en el grafo y la arista del
grafo pesado que contecta dos puntos est�a de�nida como
proporcionalmente inversa a la distancia entre dos nodos
Conderaremos dos funciones de peso monot�onicamente
diferentes, w(i ; j) = f (d(i ; j)), de�nida en la funci�on de
distancia, d(i,j), con diferente tasa de descenso.
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w(x) = e
d(x)2

0;1

Gerardo Arellano, Javier Cabanillas Normalized Cuts and Image Segmentation



Resumen
Introducci�on

Agrupamiento como Partici�on de Grafos
Algoritmo de Agrupamiento

Experimentos
Relaci�on con la Teor��a Espectral de Grafos

Otros m�etodos de la Teor��a de Grafos para segmentaci�on
Conclusiones
Referencias

Comparaci�on con otros m�etodos

Comparaci�on con otros m�etodos VI

Normalized Cut

Average Cut

Average Association
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w(x) = 1� D
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Conclusiones I

1 Se desarroll�o un algoritmo de agrupamiento basado en la
vista, en que el agrupamiento perceptual deber��a ser un
proceso que busca extraer impresiones globales de una escena
y provee una descripci�on jer�arquica.

2 Tratando el problema de agrupamiento como un problema de
partici�on de grafos, se propuso Ncuts para segmentaci�on del
grafo.
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Conclusiones II

1 Ncut es una medida imparcial de no asociaci�on entre
subgrupos de un grafo y tiene la propiedad de que
minimizando el Ncut nos lleva directamente a maximizar la
asociaci�on normalizada, el cual es una medida imparcial para
la asociaci�on total en los subgrupos y se mostr�o que un
sistema generalizado de autovalores provee una soluci�on real a
nuestro problema.

2 Se aplic�o a segmentaciones con brillo, color y textura, y los
resultados de los experimentos son muy alentadores y
satisfaci�o la meta inicial de extraer un �Gran dibujo�de una
escena para segmentaci�on del grafo.
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