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Induccion y Recursion

e Induccion matematica
e Relaciones de recurrencila
e Solucidn de relaciones de recurrencia



Induccion matematica

e Tecnica de prueba que se aplica a casos que
tienen que ver con numero naturales

e [Intuitivamente:

— Si probamos algo para n =k, y luego lo
probamos para n = k + 1, podemos concluir que
es clerto para toda n (mayor que k)



Induccion matematica

e Formalmente:

1. (base de induccion): Si el enunciado es
verdadero para n = n,

2. (paso de induccion): y el enunciado es
verdadero paran =k + 1, asumiendo que es
verdadero para n =k (k >=n,)

3. Entonces: el enunciado es verdadero para
todos los numeros naturales n >=n,



Induccion matematica

e Este principio es una consecuencia de la
definicion de numeros naturales. Dado S,
el conjunto de nimeros naturales:

1. El ndmero natural n=n, (1) estaen S
2. Siel numero k estaen S, también lo esta k + 1



Ejemplo

Tenemos estampas de 5 y 3 pesos.
Demostrar que es posible hacer estampas de

denominacion mayor o igual a 8.
1. Es posible hacer estampas de 8 pesos (5 + 3)

2. Sl es posible hacer de K es posible de hacer de
K + 1. Dos casos:

a. Sl hay una estampa de 5 en K, se substituye por dos
de3(6) ysetiene K+ 1

b. Sino hay de 5, entonces hay puras de 3. Se
substituyen tres de 3 (9) por dos de 5 (10) y se tiene
K+1



Ejemplo

El rey llamo a todos los matematicos de su
reino, y le dijo que les iba a poner
sombreros blancos o negros a cada uno,
pero ellos no saben cual. Pueden mirar a los
otros pero no hablar entre ustedes. Voy a
regresar cada hora y aquellos que sepan que
tienen sombreros blancos me lo tienen que
decir. Demuestra que si hay N sombreros
blancos, a la hora N todos aquellos con
sombreros blancos lo han informado al rey.



Ejemplo




Ejemplo




Demostracion

N =1, hay un solo sombrero blanco, al ver el
matematico que todos los demas tienen
sombreros negros el debe tener blanco (el rey
dijo que habia de los dos tipos)

N >1, asume que si hubiera k matematicos que
tienen sombreros blancos ya lo hubieran
Informado al rey a la hora k. Supongamos que
nay k + 1, si ven gque no todos sus colegas no
nan informado al rey para la hora k, implica que
nay mas de k con sombrero blanco; por lo que lo
Informan al rey a la hora k + 1.




Relaciones de recurrencia

e Una relacion de recurrencia para la
secuencia a,, a,, ... &, €S una ecuacion que
relaciona a, con alguno de sus predecesores
oy A1, «-r &g

e Las condiciones iniciales son valores dados
en forma explicita para un numero finito de
terminos a;, a;, ... a



Ejemplo (Fibonacci)

e Recurrencia:
f=f +f,
e Condiciones iniciales:
f,=1,f,=2
e Secuencla:
1,2,3,5,8, 13, ...



Ejemplo — interes compuesto

 Siinvierto 1000 pesos a un interés
compuesto de 7 % anual, cuanto dinero
tendre al final de 5 anos?

» Especificar la solucion como una relacion
de recurrencia



Ejemplo — interes compuesto

e En general:
— Recurrencia: C,=C_, +interés*C_, =
(1 + interés) * C, ,
— Condicion inicial: C, = inversion
« Para el ejemplo:
- C, =1000
— C,=1000 * 1.07 = 1070
— C,=1070*1.07 = 1000 * (1.07)? = 1144.90



Solucion de ecuaciones de
recurrencia

e Una solucion para una relacion de
recurrencia consisten en encontrar una
formula explicita para el termino a,

e VVeremos dos tipo de metodos:

— Un método iterativo

— Un método especial para relaciones lineales
homogéneas con coeficientes constantes



Método iterativo

Se escribe el término a, en funcion de los
terminos a,, ., &, ...

L uego se reemplaza el termino a__, por
algunos de sus predecesores
Luego el terminoa, , ...

Se continua hasta obtener una formula
explicita en terminos de las condiciones
NI



Ejemplo

» Relacion:a,=a, ,+3;a, =2
* Solucion:
— Paran-1:a, ;,=a,,+3
— Substituyendo: a, = (a,,+3)+3=a,,+2*3
— Paran-2:a,,=a,5;+3
— Substituyendo: a, = (a,;+3)+2*3=a,;,+3*3
— Engeneral:a,=a,, +k* 3
— Haciendo k=n-1:a,=a, .., +(n-1) *3=4a; + 3 (n-1)
—Comoa; =2:a,=2+ 3 (n-1)



Ejemplo

» La poblacion de perros en Tonantzintla es
de 1000 (n=0) y el crecimiento al instante n
es del 10% de la poblacion en el tiempo n-1
— Determinar la relacion de recurrencia
— Determinar una formula explicita



Recurrencia

 Condicion inicial: p, = 1000
e Recurrencia:

— Incremento: p, —p,.; = 0.1p, 4
— Por lo tanto: p, = p,.; + 0.1p,, = 1.1p, 4



Solucidén

 La solucion explicita se puede obtener en forma
Iterativa:

o pn = 1'1pn-1 = pn 1-1(1-1pn-2) - pn 1-1(1-1(1-1pn-3) ) =

- Pn=1.1p; = (1.1)° P, = (L.1)°Ppg = -
— En general: p, = (1.1)"p,
— En este caso: p,, = (1.1)" 1000



Relaciones de Recurrencia Lineales

e Una relacion de recurrencia lineal homogeéenea de
orden k con coeficientes constantes (rrlhcc) se
puede escribir de la siguiente forma:

dn = Cqdy 4 + Codp o Tt Crank

» Donde los coeficientes c; son constantes, y se

tienen las condiciones iniciales: a, , a; ..., a4

* Por ejemplo, la relacion de Fibonacci es una
relacion lineal homogeénea de orden 2



Solucion rrihcc - ejemplo

* Relacion: a, = 5a,,—6a ,; a,=7, a,=16
e Solucion:
— Asumimos que es de la forma t"
— Entonces: t" = 5t"1 — 6t"-2 2> tn - 5tn-1 + Gt2=Q
— Dividiendo entre t"2: t2-5t+6=0
— Dos soluciones: t=2,t=3

— Entonces se puede demostrar que la solucion es
de la forma: U, = b2" + d3"



Solucion rrihcc - ejemplo

 Solucion (continuacion):

— Para encontrar los coeficientes consideramos
las condiciones iniciales, de forma que:
—7=Uy=Db2"+d3° ; 16 = U, = b2! + d3!

— Al resolverlas, obtenemos: b=5,d =2
— Entonces la solucion es: a, =5* 2"+ 2 * 3n



Solucidn rrihce — 2do orden

En general, la solucion de una rrihcc de
segundo orden, a, = c,a., + C,a,,
Esdelaforma:a, =br"+dr,”

Donde r, y r, son raices de la ecuacion:
t?-cit—c,=0

Los coeficientes b, d se determinan de las
condiciones Iniciales



Otro ejemplo: Fibonacci

Recurrencia:
1:n - 1:n-l T 1:n-2
Condicliones Iniciales:
f,=1,f,=2
Entonces la solucion es de la forma:
f.=br"+dr,,
y las raices la obtenemos al resolver:
t2-t—-1=0



... continuacion:

» Resolviendo la ecuacidon anterior, las raices
son:

r,=1.618; r,=-.618
e Por lo que la ecuacion tiene la forma:
f =b(1.618)" + d (-0.618)"
* Obteniendo los coeficientes en base a las
condiciones Iniciales:
f =0.751 (1.618)" - 0.276 (-0.618)"



Referencias

e Liu, Cap. 1, 10
e Johnsonbaugh, Cap. 1, 5



Ejercicios

1. Demuestra que todo entero positivo n mayor a 2
es primo o producto de primos

2. Demostrar que:
12+ 22+ ... +n?=n(n+1)(2n+1) /6, paran>=1

3. Para el problema de las Torres de Hanol
encuentra una relacion de recurrencia para el
nUmero de movimientos para mover n discos del
poste 1 al 3



Torres de Hanol



Ejercicios

4. Para la siguiente secuencia encuentra la
relacion de recurrencia y las condiciones
Iniciales:

3,6,9, 15, ...
5. Determina una formula explicita para el

numero de movimientos de n discos, C,,
para el problema de las Torres de Hanol
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